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I Abschnitt.

Bestimmung von Schwerpunkten.

§ 1. Der Satz von den statischen Momenten.

Vor vierzig bis fiinfzig Jahren enthielten die Lehr-
biicher iiber analytische Mechanik in erster Linie die
Anwendung der Integralrechnung auf die Bestimmung
von Schwerpunkten beliebiger Linien, Fliichen und Kor-
per. Dann folgte vor etwa zwanzig Jahren eine gesunde
und anerkennenswerte Reaktion gegen eine solche
theoretisierende Mechanik, und mehr und mehr wuchs
eine technische Mechanik, zum Nutzen der Praxis
und der Ingenieure. Wie es aber meist bei Reak-
tionen der Fall ist, ging diese Reaktion zu weit, nnd
heute findet man von mathematischen Bestimmungen
von Schwerpunkten in Biichern iiber Mechanik sehr
wenig noch und in Biichern iiber Integralrechnung
meist gar nichtsl). Dies wird jeder bedauern, der;,
so wie der Verfasser, den didaktischen Wert der
mathematischen Schwerpunktsbestimmungen, sowohl

1) So enthilt die fir Anfinger sonst sehr brauchbare

Integralrechnung von Kiepertin Hannover von Schwer-
punktsbestimmungen gar nichts.
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der elementaren wie der durch Integralrechnung, in
der Schulpraxis und in der Vorlesungspraxis erkannt
hat. In beiden Fillen bildet die Momentenglei-
chung den Ausgangspunkt. Diese li#ft sich in fol-
gender Weise ganz elementar ableiten:

Das Hebelgesetz spricht aus, da8 zwei parallel
gerichtete Krifte f; und f;, die in zwei fest mitein-

4l , B
Fig. 1.

ander verbundenen Punkten 4 und B angreifen, die-
selbe Wirkung haben, wie eine einzige Kraft, die
dieselbe Richtung hat wie die beiden Kriifte, die
zweitens, ihrer Intensitit nach, so groB ist wie die
beiden Kriifte zusammengenommen, und die drittens
in einem Punkte M angreift, der 4B im umgekehrten
Verhiltnis der beiden Kriifte f; und f; teilt, so da8
also

1) fo- MA=f,- MB
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ist. Diesem Gesetze li8t sich eine andere Form
geben, die fiir die Ausdehnung auf n Krifte und
fiir weitere Anwendungen handlicher ist. Fillt man
némlich von 4 und von B aus auf eine beliebig gedachte
Ebene £ die Lote 44’ und BB’, legt dann durch
diese Lote die Ebene P und zieht dann in dieser
durch M die Parallele zu A4’B’, welche die Lote 4.4’
und BB’ oder deren Verléingerungen in 4” und B”
schneidet, so erhilt man durch den Proportionallehr-
satz die Proportion:
@) MA:MB= AA4":BB".

Fillt man nun noch das Lot MM’ auf die Ebene E,
8o ergibt sich:

AA” = MM — A4 und BB” =BB' — MM’
oder:

A4" =A4 — MM’ und BB”" = MM’ — BB'.

. In beiden Fillen erhilt man:

3) A4 _ MM — 44 .
BB” BB — MM’
Dann folgt aus (3) durch (1) und (2):
fo MM — A4
fa BB —MM

oder:
4) BB'-fy + AA - fo= MM -(fa+1p) -

Nennt man nun das Produkt einer Kraft mit dem
Lote, das man von ihrem Angriffspunkte auf eine
Ebene fillen kann, das statische Moment dieser
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Kraft beziiglich der Ebene, so kann man den Inhalt
der Formel (4) kurz so aussprechen: Beziiglich
jeder beliebigen Ebene ist die Summe der
statischen Momente zweier parallel gerich-
teter Kriéfte gleich dem statischen Momente
ihrer Resultante. Dieser Satz ist es nun, der sich
auf beliebig viele parallele Kriifte ausdehnen li6t.
Wenn nimlich eine dritte Kraft f;, die mit f; und f;
parallel gerichtet ist, in einem beliebigen Punkte C
angreift, so kann man nach unserem Satze diese
Kraft f, mit der Kraft f, 4 f;, die in M angreift,
zusammensetzen. Dadurch erhilt man, wenn C’ der
FuBpunkt des von C auf die Ebene E gefiillten Lotes
ist, und wenn
NN'-(fa+fot+ 12

das statische Moment der Resultante der beiden Kriifte

fa+ f» und f£; ist:
(6) CCO-fe+ MM -(fat+f)=NN-(fat+rf+1).
Durch Addition von (4) und (5) ergibt sich nun:

(6) A4 -fa+ BB - f,+ CC'-fe=NN-(fat+fr+ 1) -

Man beachte bei unserem nunmehr auf drei par-
allele Kriifte ausgedehnten Satze, daB der Angriffs-
punkt der dritten parallelen Kraft eine ganz beliebige
Lage haben kann, also insbesondere auch nicht in
der oben mit P beseichneten Ebene zu liegen braucht.
Auch darf die Richtung der drei parallelen Krifte
fes fos - ganz beliebig sein und ist insbesondere um-
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abhiingig von der Richtung der drei Lote 4 4’, BB, CC".
In derselben Weise wie soeben (6) aus (4) folgte,
kann man nun aus (6) die Richtigkeit des entspre-
chenden Satzes fiir vier Krifte folgern und so be-
liebig fortfahren. Dadurch gelangen wir zu dem
Satze von den statischen Momenten fiir beliebig viele
parallele Kriifte, der folgendermaSen lautet:

Beziiglich jeder beliebigen Ebene ist die
Summe der statischen Momente beliebig vieler
parallel gerichteter Kriéfte gleich dem stati-
schen Momente ihrer Resultante.

Wenn wir die Intensititen der Krifte mit

fishoslos---Ta
bezeichnen, mit
F,F;, FyF;, F,F},...F,F,

die Lote, gefiillt von den Angriffspunkten der » Kriifte
auf die beliebige Ebene E, ferner mit S den An-
griffspunkt der Resultante aller n Kriifte, mit S’ den
FuBpunkt des von S auf F gefillten Lotes, 8o konnen wir
unseren Satz in arithmetischer Zeichensprache wieder-
geben und als Momentengleichung bezeichnen:

h-BF{+f-FoFi+ ... + fo- FF
_=SS"[f1 +h+h+ ..o +h]
oder noch kiirzer:
) 2(f-FF)=88-2().
Bei den Anwendungen dieses Satzes von den
statischen Momenten beachte man, daf die Ebene I
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den Raum in zwei Halbriume zerlegt, und da8, wenn
die Lote, die von den Punkten in dem einen dieser
beiden Halbriume auf E gefillt werden kionnen, positiv
gerechnet sind, die Lote negativ zu rechnen sind, die
von den in dem anderen Halbraum gelegenen Punkten
ausgehen.

§ 2. Die Grundlage fiir die Schwerpunkf,-
bestimmung.

Die Gravitationswirkungen, welche die Erdmasse
auf die Massenteilchen eines Korpers ausiibt, kénnen
als von Kriiften herriihrend angesehen werden, die
parallel gerichtet sind, weil die Entfernung irgend
welcher zweier Punkte eines auf der Erdoberfliche
befindlichen Korpers verschwindend klein ist gegen-
iiber der Entfernung irgend eines solchen Punktes
von dem Gravitationszentrum der Erdmasse, das mit
dem Zentrum der Erdkugel fast iibereinstimmt und
demnach von jedem Punkte der Erdoberfliche etwa
860 Meilen entfernt ist. Deshalb kann der in § 1
fiir n Krifte bewiesene Satz von den statischen Mo-
menten auch auf die Kriifte angewandt werden, mit
welchen die Erdmasse auf die verschiedenen Massen-
teilchen eines Korpers anziehend wirkt. Die GroSe
der Resultante aller dieser Krifte nennt man das
Gewicht des Korpers und den Angriffspunkt dieser
Resultante Schwerpunkt des Korpers. Um die
Lagen der Schwerpunkte aller mdoglichen beliebig ge-
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stalteten Korper zu bestimmen, ist daher der Satz
von den statischen Momenten ein erfolgreiches Mittel.
Bei der Benutzung des Satzes zur Schwerpunkt-
bestimmung wollen wir voraussetzen, da8 die betrach-
teten Korper homogen sind, d. h. iiberall dieselbe
Dichtigkeit haben, wodurch erreicht wird, da8 die
erwiihnten Anziehungskriifte den Volumina der Korper,
auf welche sie wirken, proportional sind, so da8 in
der Formel (7) des § 1 unter / die Volumenteilchen
verstanden werden diirfen.

Von Gewicht und Schwerpunkt kann man natiir-
lich nur bei Dingen sprechen, die stofflich, also drei-
dimensional sind. So wie aber die Geometrie aus
den durch unsere Sinne wahrnehmbaren Kérperformen
durch Abstraktion zu zweidimensionalen und ein-
dimensionalen Gebilden gelangt ist, nimlich zu Flichen-
teilen und Linienteilen, so kann man auch in der
Schwerpunkttheorie zum Begriff des Schwerpunktes
von Flichenteilen und von Linienteilen gelangen.
Wenn wir z. B. in unserer Vorstellung von einem
geraden, dreikantigen Prisma ausgehen und seine
Hohe bis ins Unendlichkleine verringern, so gelangen
wir zu einer Dreiecksfliche, und der Schwerpunkt
des dreikantigen Prismas wird bei diesem geistigen
Vorgange zum Schwerpunkte der Dreiecksfliche, den
man nach § 4 als den Punkt findet, in welchem sich
die drei Verbindungslinien der Ecken mit den Hal-
bierungspunkten der Gegenseiten schneiden. Um dies
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experimentell zu priifen, hat man nur ein mdglichst
diinnes holzernes Dreieck in irgend einem Punkte
aufzuhiingen und die vom Aufhéingepunkte ausgehende
vertikale gerade Linie auf dem hélzernen Dreiecke
zu verzeichnen. Wenn man dann dieses Experiment
fir beliebige andere Aufhéingepunkte wiederholt, wird
man finden, daB die verzeichneten Limien sich alle in
einem einzigen Punkte, dem Schwerpunkte der Drei-
ecksfliche, schneiden. Durch eine weitere Abstraktion
kann man auch zum Begriffe des Schwerpunktes eines
Dreiecksumfanges gelangen. Derselbe ist, wie in § 3, 2
gezeigt wird, das Zentrum des Inkreises desjenigen
Dreiecks, dessen Ecken die Halbierungspunkte der
drei Seiten des urspriinglichen Dreiecks sind. Um
auch dies experimentell zu priifen, befestige man drei
moglichst diinne Stangen an ihren Endpunkten an-
einander, hiinge das entstandene Gestéinge in irgend
einem Punkte einer der drei Stangen auf und merke
sich die vom Aufhingepunkte ausgehende Vertikal-
linje. Wiederholt man diesen Versuch fiir andere
Aufhéingepunkte, so miissen die gemerkten Linien sich
alle in einem einzigen Punkte schneiden, und dieser Punkt
ist der Schwerpunkt des Dreiecksumfanges. Auf analoge
Weise kann man alle im folgenden bewerkstelligten
Schwerpunktsbestimmungen experimentell kontrollieren.

Aus dem Hebelgesetz, mit dem wir in § 1 be-
gannen, folgen unmittelbar zwei Siitze, die wir als
Hauptsatz I und II bezeichnen wollen.
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Hauptsatz I: Der Schwerpunkt eines aus
zwei Teilen bestehenden Gebildes liegt auf
der geraden Verbindungslinie der Schwer-
punkte der beiden Teile.

Hauptsatz II: Der Schwerpunkt eines aus
zwei Teilen bestehenden Gebildes teilt die
Verbindungslinie ihrer Schwerpunkte im um-
gekehrten Verh#ltnis der Gewichte (Volu-
mina) dieser Teile.

Die iibrigen Sitze, die wir zur Bestimmung der
Schwerpunkte von Linienteilen, Flichenteilen und
Korpern brauchen, bestehen aus acht Formeln bzw.
Formelpaaren, die aus einer Anwendung der in § 1
bewiesenen Momentengleichung unmittelbar her-
vorgehen. Behufs Fixierung der Vorstellungen wollen
wir die X-Achse in der Papierebene von links nach
rechts, die Y-Achse in derselben Ebene von oben
nach unten, die Z-Achse senkrecht zur Ebene des
Papiers annehmen, und als Ebene E, auf welche von
den verschiedenen Massenpunkten eines Korpers aus,
behufe Feststellung der statischen Momente, Lote zu
fillen sind, wollen wir erstens die Ebene zwischen
der Y-Achse und der Z-Achse, zweitens die Ebene
zwischen der X-Achse und der Z-Achse annehmen.
Demgemiif sollen die Lote des Schwerpunktes auf
diese Ebenen beziehungsweise £ und # heiBen. Be-
zeichnet allgemein dm ein Massenelement, 2z das Lot,
gefilllt von ihm auf die angenommene Ebene, & das
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Lot vom Schwerpunkte auf diese Ebene, so 1#8t sich
der Satz von den statischen Momenten durch =zwei
Integralzeichen wiedergeben, indem das eine Summen-
zeichen J sich auf unendlich viele Produkte z.dm,
das andere Summenzeichen 3 sich auf unendlich viele
Massenteile dm erstreckt. Es ist also allgemein:
fz-dm=£-fdm.

Da wir voraussetzen, da8 die Gebilde, deren
Schwerpunkte wir bestimmen, vbllig homogen sein
sollen, so kann immer das Differential dm des Massen-
elementes durch das Differential des Linienelementes,
des Fliichenelementes oder des Korperelementes er-
setzt werden. In diesem Sinne wollen wir auch die
soeben genannte Gleichung kurz die Momenten-
gleichung nennen. Die Gebilde, deren Schwerpunkte
wir im folgenden, gréStenteils durch die Momenten-
gleichung, bestimmen, sollen der Reihe nach sein:
Linienteile, ebene Flichenteile, Teile von Rotations-
flichen, Korper. Bei den Linienteilen und den ebenen
Flichenteilen werden wir auBer den Cartesischen
Koordinaten auch Polarkoordinaten anwenden, welche
mit den Cartesischen Koordinaten bekanntlich durch
die folgenden Beziehungen verkniipft sind:

r?=g? 4 y2, cos<p=-§, sin<p=%.
Bezeichnet ds das Linienelement, so besteht zwischen
ds, dz und dy nach dem Pythagoras die Beziehung:
ds? =dx? 4 dy?.
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Aus der allgemeinen Formel fiir die Linge einer
Linie, n#imlich f ds, wird in Polarkoordinaten be-

kanntlich:
fds =er’+ (&‘%)’-dzp .

Analog gesellt sich zu der allgemeinen Formel fiir
ein ebenes Flichenstiick, begrenzt von der Strecke
zwischen zwei Punkten der X-Achse, den beiden zu-
gehorigen Ordinaten und dem Bogen zwischen den
beiden zugehdrigen Kurvenpunkten, niimlich zu f ydz,
die in Polarkoordinaten ausgedriickte Formel fiir einen
beliebigen Sektor:

[1-ride.
Hiernach erhalten wir fiir die Bestimmung des

Schwerpunktes einer begrenzten Linie in Car-
tesischen Koordinaten:

) ja;ds='§-fds
/yds=17-fds ’
wo
2
ds? =dx? } dy? oder di:-= 14 (Z—:)
ist.

Wenn die Linie durch eine Gleichung in Polar-
koordinaten gegeben ist, so erhilt man die Lage
des Schwerpunktes eines Linienteiles durch das
Gleichungspaar:

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITI. 2
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[Yrr+ (&) resspar
e

/l/rl+ rsmtpdzp
=n.f|/r2+ E .dq) J

Fiir ein ebenes Flichenstiick von der oben be-
schriebenen Art erhidlt man als Flicheninhalt f ydz.
Daher wird die Summe der statischen Momente be-
ziiglich der Ebene zwischen der Y-Achse und der
Z-Achse zu f zydz, dagegen die analoge Summe
beziiglich der Ebene zwischen der X-Achse und der
Z-Achse zu f +y-ydx. DemgemiB erhalten wir die
Lage des Schwerpunktes eines ebenen Flichenstiickes
aus:

) {]mydw:f-fydz}'
[ty2dz=19-[ydx

Wenn wir hierbei zu Polarkoordinaten iiber-
gehen, haben wir erstens zu beachten, daB der Inhalt
eines Sektors, der zwischen zwei Radien und
dem Bogen zwischen ihren Endpunkten liegt,
gleich [}72-dg ist, zweitens auch, da8 der Schwer-
punkt eines Sektorelementes vom Nullpunkt der Po-
larkoordinaten um zwei Drittel des Radius entfernt
ist, so daB sein Abstand von der Ebene zwischen der

awvy
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Y-Achse und Z-Achse §rcosp wird und sein Ab-
stand von der Ebene zwischen der X-Achse und
Z-Achse §rsingp. So erhélt man, nachdem man
rechts und links durch } dividiert hat:

VD) {f§’“°°°¢d¢=§'f”d¢}.
f§r35m¢d¢=ﬂ-jr2d¢
Bei Rotationsflichen haben wir zu unter-
scheiden, ob die Rotation um die X-Achse oder um
die Y-Achse stattgefunden hat. Je nachdem ist das
Flichenelement
2nyds oder 2nzds,

]
wo ds =dx- l/ 14 (g—‘z-) ist. Im ersten Falle liegt

der Schwerpunkt natiirlich auf der X-Achse, im
zweiten Falle auf der Y-Achse. Im ersten Falle hat
man also nur &, im zweiten Falle nur % zu be-
stimmen. Demgemi ergibt sich, nachdem man durch
2 7 beiderseits gehoben hat, fiir den Schwerpunkt
eines Teiles einer Rotationsfliche:
(VL) [zyds=¢-[yds (um die X-Achse),
(VII) [zyds=17-[zds (um die Y- Achse).

Analog ergibt sich fiir Rotationskorper, wo y2x dx
bzw. z2zdy als Korperelement zu betrachten ist, je
nachdem die Rotation um die X-Achse oder um die
Y-Achse stattfand:
(IX) [zy?dz=¢-[y’dz (um die X-Achse),
(X) [a?ydy=7n-[z2dy (um die Y-Achse).

2%
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Die 12mal 2 Integrale in diesen 12 Formeln sind
ohne Grenzen geschrieben, weil diese Grenzen sich
nach den verschiedenartigen Anwendungen richten,
zu denen wir jetzt iibergehen.

§ 3. Schwerpunkte von begrenzten Linien.

1. Schwerpunkt einer geraden Strecke. Denkt
man sich die statischen Momente aller Punkte einer
geraden Strecke 4B beziiglich der Symmetrieebene
von AB, d. h. beziiglich der Ebene, welche auf der
Strecke AB in deren Halbierungspunkte M senkrecht
steht, so erkennt man, daf immer die Summe der
statischen Momente zweier Punkte, die von M gleiche
Entfernung haben, Null sein muB, indem die Lote,
gefillt von zwei solchen Punkten auf die Symmetrie-
ebene, zwar gleiche Linge haben miissen, aber mit
verschiedenen Vorzeichen zu rechnen sind, weil sie
auf diese Ebene von entgegengesetzten Seiten aus zu
fillen sind. Hieraus folgt, daB die Summe der stati-
schen Momente aller Punkte einer Strecke beziiglich
ihrer Symmetrieebene Null ist. Hieraus folgt aber
nach dem Satze von den statischen Momenten, da8
auch £.m Null sein muf, wo & den Abstand des
Schwerpunktes der geraden Strecke, m ihre Linge
bedeutet. Also ist £ = 0 oder, was dasselbe ist, der
Schwerpunkt einer geraden Strecke ist ihr
Halbierungspunkt.
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2. Schwerpunkt des Umfanges eines Dreiecks.
Der Schwerpunkt der Seite AB eines Dreiecks A BC
ist nach 1. der Halbierungspunkt C’ dieser Seite.
Ebenso ist der Halbierungspunkt B’ der Seite AC
der Schwerpunkt von AC. Folglich liegt nach Haupt-
satz I des § 2 der Schwerpunkt D des aus den bei-
den geraden Strecken AB und AC bestechenden Ge-

A

<

B A
Fig. 2.

bildes auf der geraden Verbindungsstrecke B’C’, und
D muB nach Hauptsatz II des § 2 diese Strecke im
umgekehrten Verhiltnis der Seitenliingen 4B und AC
teilen, also:
DC’':DB =b:e¢,

wo b und ¢ die Seiten AC bzw. AB bedeuten. Hier-
nach muB nun der Schwerpunkt R des aus den drei
Seiten 4B, AC, BC bestehenden Gebildes, d. h. des
Umfanges des Dreiecks ABC auf DA’ liegen, wo A’
die Mitte der Seite BC bedeutet. Verbindet man
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nun die Seitenmitte 4’ mit den Seitenmitten B’ und C’,
so muB die Verbindungsstrecke 4’B’ parallel 4B und
halb so groB, also gleich }¢ sein. Ebenso muf 4’C’
parallel AC und gleich }b sein. Demnach wird aus
der obengenannten Proportion:

DC':DB' =}b:tc=AC: 4B .

Also ist 4’D im Dreiecke A’B’C’ eine von der
Ecke A’ ausgehende Strecke, welche die Gegen-
seite B’C’ im Verhiiltnis der anliegenden Seiten teilt.
Folglich halbiert 4’D im Dreiecke A’B’C’ den
Winkel B’4’C’, und zwar nach der Umkehrung eines
elementaren planimetrischen Satzes. Wenn wir nun,
statt, wie soeben, von den in A4 zusammenstofSenden
Seiten AB und AC auszugehen, von den in B zu-
sammenstofenden Seiten B4 und BC ausgehen, er-
kennen wir durch die analogen Betrachtungen, daf
der gesuchte Schwerpunkt R des Umfanges eines Drei-
ecks A BC auf der Halbierungslinie des Winkels 4’B’C’
liegen muB. Drittens muf R auch auf der Halbie-
rungslinie des Winkels B’C’4’ liegen. Da nun der
Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden eines Drei-
ecks das Zentrum seines Inkreises sein muS, d. h. des
Kreises, der die drei Seiten beriihrt, so erhalten wir
als Resultat: Der Schwerpunkt des Umfanges
eines Dreiecks ist das Zentrum des Inkreises
desjenigen Dreiecks, dessen Ecken die Hal-
bierungspunkte der drei Seiten des urspriing-
lichen Dreiecks sind.
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3. Schwerpunkt eines Kreisbogens. Da die
sogenannte elementare Bestimmung des Schwerpunktes
eines Kreisbogens sich doch als eine Summierung von
unzithlig vielen unendlich kleinen GriBen ergibt, wie
es ja auch nicht anders sein kann, so benutzen wir
fiir die gesuchte Bestimmung lieber von vornherein
die Integralrechnung, indem wir Formel (III) aus § 2
benutzen. Um [zds fiir den Fall des Kreisbogens
zu bestimmen, schlieBen wir aus der Mittelpunkts-
gleichung

oty =12
des Kreises zdx + ydy = 0, woraus, da dz? + dy? = ds?
ist, folgt: :
2 2 2
ds V T, Ck
dy z? z z
go daB wir:
[eds = [rdy
erhalten. Indem wir nun die Linge der der Y-Achse

parallelen Sehne b nennen und von —-12’— bis +%

integrieren, erhalten wir durch Ausfiihrung des Inte-
grales r.b, wihrend andererseits £ - [ ds==E&.¢
kommt, wenn ¢ die Linge des Bogens bedeutet, dem
die Sehne b zugehort, so da8 sich ergibt:

E'_—"r"e",

d. h. in Worten: Der Schwerpunkt eines Kreis-
bogens liegt auf dem Radius, der die Mitte
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desselben mit dem Zentrum verbindet, und
b
zwar in der Entfernuug r-; vom Zentrum, wo

¢ die Léinge des Kreisbogens, b die Linge der
zugehdrigen Sehne, » den Radius bedeutet.
Insbesondere ergibt sich fiir den Halbkreisbogen, wo

2 7

b=2r, c=r.-m ist, E=r.—=r.—, wo fir n
.4 11

der archimedeische Niherungswert ? gesetzt ist.
Ebenso ergibt sich fiir den Schwerpunkt des Qua-

drantenbogens, wo b = r}/_2-, c= r-% ist, da8 der-
selbe auf der Verbindungsstrecke des Halbierungs-
punktes dieses Bogens mit dem Zentrum liegt, und

2y2

T

zwar vom Zentrum um 7 -

49
= r-% entfernt, wo

néherungsweise ﬁ = %, T = —273 gesetzt ist. Beim
L
3
der Schwerpunkt dem Halbierungspunkte des Bogens
noch niher, indem §=r.%=r.:_; ist, also der
Schwerpunkt den Halbierungsradius im Verhiltnis
21 zu 1 teilt.

4. Schwerpunkt des Umfanges eines Kreis-
segmentes. Die gesuchte Schwerpunktslage ergibt

Bogen des Sextanten, wo b=1r, ¢=r.— ist, liegt
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sich aus 3. durch Anwendung der Momentengleichung
beziiglich der Ebene, die durch das Kreiszentrum
parallel der Sehune b geht. Bezeichnet £ den Ab-
stand des Schwerpunktes des Bogens, der dem Kreis-
segmente zugehort, o den Abstand des Halbierungs-
punktes seiner Sehne von der genannten Ebene und
£’ den Abstand des Schwerpunktes des Kreissegment-
umfanges von dieser Ebene, so ergibt die Momenten-
gleichung nach 3.:

b
r.;.c+9.b=f’.(b+c)
oder:
& = b-(r+ o)
b4ec ’
3
wo noch o durch die Gleichung g2 =72 — bT von

r und b abhéingt. Um zu wissen, wie der hier be-
rechnete Schwerpunkt innerhalb des Kreissegmentes
liegt, haben wir & um g zu vermindern, wodurch
wir erhalten: .

ber—c-p
RS at i &

¢ e b+e¢

Dies bedeutet den Abstand des gesuchten Schwer-
punktes von der Sehne. Um auch den Abstand vom
Halbierungspunkte des Bogens zu berechnen, haben
wir » um &’ zu vermindern, wodurch wir erhalten:

c.r—b.p
b+e

r—§ =
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Fiir den Halbkreisumfang, wo 6 =27, ¢c=1r-.=,
o = 0 ist, ergibt sich:

e pmre 2 1,
¢=" 2 ra " 18
e m o _u
= e T 18"

. 22 .
wo wieder n = - gesetzt ist.

5. Schwerpunkt des Umfanges eines Kreis-
sektors. Indem wir den Abstand des gesuchten
Schwerpunktes mit &” bezeichnen und sonst die in
4. angewandte Bezeichnung beibehalten, erhalten wir
durch die auf dieselbe Ebene wie in 4. bezogene
Momentengleichung:

r-b
¢
daB der Schwerpunkt des Umfanges eines Kreissektors
vom Zentrum die Entfernung:
=Tl te
2r+¢
hat. Fiir den Halbkreis ergibt sich in Ubereinstim-
mung mit 4.:
2 7

" g2
S=r a1

6. Der Schwerpunkt eines Parabelbogens,
gerechnet vom Scheitel O bis zu einem beliebigen
Punkte P, dessen Koordinaten £ =a, y =>4 sind,

.c+%.r+—§..r=§”-(2r+c),
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hat eine Lage, die durch das Formelpaar (III) aus
§ 2 bestimmt wird. Die Gleichung der Parabel, deren
Achse die X-Achse ist und deren Parameter p ist,
ist y2=2pzx, woraus ydy = pdx folgl. Um ds zu
berechnen, hat man von

ds? = dx? 4 dy?
auszugehen, woraus, wenn wir durch dy? dividieren,

hervorgeht:
2 2,
s = YW +P1 -4y
r
Es ist daher:
fds=% Vy* +p*-dy.

Fiir die beiden anderen in dem Formelpaare (III)
auftretenden Integrale ergibt sich:

2
fwd8= %;;Vp’+y’°dy
fyds =f%7p’+y’-dy-

Wir beschrinken uns auf die Bestimmung von &,
den Abstand des Schwerpunktes des Parabelbogens O P
von der Scheiteltangente. Dann haben wir die beiden
Integrale /W dy und fy’}/mdy zu be-
rechnen. Dieselben hiingen von dem bekannten In-
tegrale:

und:

d
}/p—%y?=l(y+ Vp? + y2)
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ab, wo I das Zeichen fiir den natiirlichen Logarithmus
ist. Von der Richtigkeit dieses Integrales iiberzeuge
man sich durch Differenzieren. Dadurch, da8 wir

'{

>

Fig.s.

2 2
]/pi +y? = 7ty setzen, erhalten wir:

e

pidy y*dy
1P+ yrdy = + .
f Y V2 +92 ) VR +y?




Andererseits erhalten wir durch partielle Integration:
y'dy >
===y +y*— [dyVp* + 4.
f VP +9?
Durch Addition der beiden zuletzt erhaltenen
Integrale ergibt sich:

fl’p’+y’dy=/f——2+ -+y- 1P + 9
oder:
[ Fray =2 Fr+ L+ 17+ 9.

AuBerdem ergibt sich aus den beiden Integralen
durch Subtraktion:

24 2 _
p—,i—f&—s=% Py — i+ +y).

Auf dieses letztgenannte liBt sich aber das in der
Formel fiir & steckende Integral durch partielle Inte-
gration zuriickfiihren, indem:

" pidy

2dyyp® + 2—— p’+y’+
fy yVr +y [/ ik

ist. Demnach erhiilt man:
3 2
fy’dﬂ’p’ re=Tr e+ Zlrt e

4
— 2+ ).




Also ist:

[ats = & VP T v+ LoV F

p —_—
—El(y+}’p’+y’)-

Aus dem oben fiir f Yp? + y2dy berechneten Inte-
grule ergibt sich ferner:

[as = LA T3+ 21+ VP ).

Die beiden Integrale haben aber die Grenzen
y=0 und y = b, so daB wir erhalten:

fxd VPR P AT
p” b-l—}’f’fl-—b—2

16

fds=;_p.]/p2+b2+_1211ﬁ— “:"'bz.

Der Quotient der zuletzt gefundenen Ausdriicke
fiir die beiden Integrale ergibt den Abstand £ des
Schwerpunktes des Parabelbogens O P von der Scheitel-
tangente. Als Beispiel berechnen wir diesen Ab-
stand & fiir den Fall, daf der Punkt P auf dem
Lote liegt, das im Brennpunkte auf der Achse er-
richtet werden kann. Dann ist b = p zu setzen, und

und:



wir erhalten fiir den gesuchten Abstand, den wir &,
nennen:
A2 —A1(1+72)
2+ 410 +72)
§,=£-3ﬁ‘l(l+ﬁ) — p-0,18303 .
8 vV2+i(1+v2)

Denselben Abstand von der Scheiteltangente muf auch
nach den beiden Hauptstitzen in § 2 der Schwerpunkt
des doppelt so groBen Bogens haben, der von der
Sehne abgeschnitten wird, die durch den Brennpunkt
geht und senkrecht zur Achse ist.

Ein zweiter Weg zur Bestimmung der Lage des
Schwerpunktes des Bogens zwischen den beiden Punkten,

§p =P
oder:

deren Koordinaten z = —g-, y=-+p und z= %,
y = —p sind, geht von der Polargleichung aus, die
den Brennpunkt der Parabel als Pol nimmt. Diese

Polargleichung lautet bekanntlich:

p I

4
525
wo @ der Winkel ist, den der vom Brennpunkte aus
beliebig gezogene Radius mit der Verbindungslinie
des Brennpunktes mit dem Scheitel der Parabel bildet.
Nach der Grundformel (IV) des § 2 haben wir zu-

T [ dr\2
nichst / Vﬂ -+ (;é) de zu bestimmen, und zwar in

r =

2 co
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den Integralgrenzen von @ = 0 bis ¢ = % Fiir ;—r
erhalten wir | ¢
in?
sin5
L. ,
2 cossg
so da8
T [dr\®
o)
¢ 2 coss ¥

zu berechnen,

P
coss—z—
oder, wenn ¢ = 2% gesetzt wird:
dat
cos8¢

Andererseits haben wir j zds zu berechnen, d. h., da
z = rcosp oder:

1
€r=

o

- COBQ
2 P
cos? -5

p? [cospdy
p”[8PaP
5P
CO8' 9

oder, da cosp = 2 cos? - (p — 1 ist:
ps '2dp _ p?

cosB d cos5 <p
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Wenn wir wieder ¢ = 2¢ setzen, so ist nunmehr unser
Problem auf die Auswertung der Integrale

]’ dt und dt
cosd¢ cosb

zuriickgefiihrt, und zwar in den Grenzen ¢{= 0 bis

t= % da vorher von z=0 bis p= % zu integrieren

war. Diese beiden Integrale héingen nun von dem

Integrale: gt

cost
ab, fiir das die Integralrechnung Icotg (% — —;—)
findet, so da man erh#lt:

£

4

fﬁ=lcotg%-=l(ﬁ+1).

cosi
Demnach ist:
at [ smt |5
cos8i [2 cos’t]o+ fcoTt =42+ 410+72)
° 0

in Ubereinstimmung mit dem schon oben fiir [ds er-
haltenen Resultate, in welchem b =p zu setzen ist.

zu berechnen, erhalten wir

dt
Um nun auch 5
cos®¢
zuniichst:
dt _ sint | 3 [at
cost 4cosdt ' 4)cosdt’

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IIL 3
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und dann:
di sin¢ 3 sint 3 [dt
cosSt  4costt +§cos’t +'§ cost ’

also, da von =0 bis ¢t = % zu integrieren war:

»la

fi” LZ‘;ﬁterHl(lH’")

o =372+ 872+ 411+ 72)
=H§+%l(l+ﬁ)-

Nun war:

pz 2 d(p p?
ss tp s5 ¢p

-5l mst]

auszuwerten. Wir erhalten also:

P l2y2 +20(1 4 Y2) — $12 — 1(1 4 Y2)]
=PIz + 11+ Y2 =2 + 5101 +72)].

Um nun &, zu bestimmen, haben wir dieses Re-
sultat durch die oben gefundene Bogenlinge

2yz+Lia+v2)




zu dividieren, wobei man beachte, da8 hier der Ab-
stand &, des gesuchten Schwerpunktes vom Brenn-
punkte, oben bei der Berechnung durch Cartesi-
sche Koordinaten der Abstand £, des Schwerpunktes
vom Scheitel berechnet ist. Hier erhalten wir:

,_p V2+51(1+72) _
§p_§ }/_+l(1+l/_) p-0,31697,

wihrend wir oben erhielten:

=1L BV —11472) o 1e303.
8 Y211 +72)
DaB &, + & = }p ist, liefert eine Bestitigung der
beiden Berechnungen.
7. Der Schwerpunkt eines Bogens der Ketten-
kurve ergibt sich sehr leicht aus der Gleichung der
Kettenlinie, die in Cartesischen Koordinaten lautet:

y= %(e_:_+ .e),

wo a die Strecke ist, die
sich fiir y ergibt, wenn
z = 0 ist, d. h. die Er- 7
hebung des tiefsten Punk-
tes T'der Kettenlinie {iber 0 74
dem Nullpunkte der Fig. 4.
Koordinaten auf der

Y- Achse, welche die Kettenlinie, unendlich lang
gedacht, in zwei symmetrische Hilften zerlegt, eine

3*

P

2
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rechte und eine linke. Die Strecke a heife Para-
meter der Kettenlinie, die gerade’ Linie, die sie in
zwei symmetrische Hiilften zerlegt, hier die vertikal
gedachte Y-Achse, heie ihre Achse. Um die Bogen-
linge der Kettenlinie zwischen zwei als gegeben zu
betrachtenden Punkten zu bestimmen, haben wir:

2
fds =];ix-V1+ (%)
zu berechnen. Zuniichst ergibt sich:

(i),

(%)2= 4 (:Tz-}— c-g%— 2) ,

woraus folgt:

dann:

s 14 (%—); }(e¥+ e"Tz+ 2) ,
o (@-sl D)2

wird. Daher ist:

s =/ds = % (e%— e-%) .

z z
Da nun das Quadrat von ¢®*— ¢ % um 4 kleiner ist
z z
als das Quadrat von ¢%-+ ¢ %, so kommt:

s =W':uﬁ3 .
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Nun haben wir noch die Integrationsgrenzen zu
beriicksichtigen und erhalten, wenn s;, die Bogen-
linge zwischen dem Punkte z,, y; und dem Punkte
Z,, Y, bedeutet:

312=}/y3—as—]/?/§—“"

Hiernach erhiilt man die Bogenlinge zwischen zwei
Punkten P, und P,, wenn man um den tiefsten
Punkt T mit den Radien y; und y, Kreise beschreibt,
die die X-Achse in U, und U, treffen. Dann ist die
gerade Strecke U, U, gleich dem Bogen P, P,.

Um den Abstand & des Schwerpunktes des Bo-
gens P, P, von der Achse der Kettenlinie zu be-
rechnen, haben wir:

z z
fxds =[§ (e7+ e-i) dx
auszufiihren. Dies geschieht durch die bekannte Formel

der partiellen Integration:
fudv= u-'v-—f'udu,

z z
indem man =z, dv=§~(e“+ e—") setzt. So er-

h&lt man:

wo nun noch die Integrationsgrenzen z, , , und z,, y,
zu beriicksichtigen sind. Dadurch erhalten wir:



83 &= f;_z (e-?— e-':-) - a2: (°%+ e-%)
— (o—e%) + L (core).
Wie oben fithren wir nun wieder y ein, wodurch
wir bekommen:

Sipré==ay Yy —a*—ay, —z Jyi —a?+ ay,
oder, wenn wir den oben berechneten Wert von s;,
einfiihren:

5_% Yy —a®—a- ?/s—‘”l'V%—a"l‘a!h

Vo3 —a® — Y4} —a?
Um nun auch 7, die Ordinate des Schwerpunktes

des Bogens P, P, zu berechnen, haben wir das Inte-
gral [yds auszufﬁhren, oder:

f4e +e“ a:——fda: “‘+e "+2)

—%’("%—6 )+

2 (2 _Z z
A )
oder, nach Einfiilhrung der Grenzen:

— . a
312'7I=;‘.’/2'Pyg—'az—‘i‘?/1'}/.’/%'““2+§(%_x1),

woraus folgt'
sV —a? — 3y - Vyi—at+ 2 (x, “’1)

}li’h —a? — V?h —a?

ﬂ:
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Die beiden fiir £ und 5 gefundenen Quotienten
zeigen, daB, wenn von einer Kettenlinie der Para-
meter und die Koordinaten der Endpunkte eines
Bogens P, P, beziiglich des gewihlten Koordinaten-
kreuzes gegeben sind, sich die Lage des Schwerpunktes
dieses Bogens mit Zirkel und Lineal konstruieren liSt.

Unm ein allgemeineres Beispiel zu geben, setzen wir:

m-+n

=0, z,==a-lm_”,
also m3 4 n?
yl=a’ y2=a.m2_ng’

wo m und n ganze Zahlen sein mégen, und m > n
sei. Dadurch kommt:

2mn
S =0 e
m+n n
E=a-l + —a- ,
—n m
a m2 4 n? m:—n2 m+n
= — + +a‘ 0 +

4mn m—mn’

Setzt man spezieller m =2, n=1, so erhilt
man bei dem Bogen vom tiefsten Punkte T' aus bis
zu einem Punkte, dessen Koordinaten z=a-.13,
y = §a sind, fiir die Lénge 4o und fiir die Lage
des Schwerpunktes:

§=a.13—%=a-0,5986,
n=%-a+§:al3 =a-1,2453.
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8. Der Schwerpunkt eines Bogens der Zy-
kloide ergibt sich aus den Gleichungen in Cartesi-
schen Koordinaten. Ist ¢ der Wilzungswinkel, d. h.
der Winkel, um den sich der Punkt P des auf einer
geraden Linie rollenden Kreises gedreht hat, bis P
die Koordinaten z und y erhiilt, und ist a der Radius
des rollenden Kreises, so lauten die beiden Gleichungen
der von P beschriebenen Zykloide:

z=a-(t—sint), y=a-(1 — cos?),

dz =a-(1 — cost)dt, dy=a-sintdt,
woraus folgt:
ds? = dz? + dy?
= a?(1 — 2 cost -+ cos?t - sin2?) di?
— 243 (1 — cosi) d? = datsint-de?,
so daB:
fds —2afsintdt=4a sinid(i) ,
2 2 \2
und wenn wir in den Grenzen ¢{ =0 bis ¢t =1¢ in-
tegrieren,

8= —4a(cos%—1) = 8a-sin’£,
go daB, je nachdem der Wilzungswinkel von 0 bis
27n, bis = oder bis $n angewachsen ist, der Zy-
kloidenbogen die Lingen s;, s,, s; erhilt, wo:

sy =8a, s,=4a, s3=2a
ist.



Um nun auch die Lage des Schwerpunktes eines
Zykloidenbogens bestimmen zu kionnen, haben wir
/ zds und f y ds auszufithren oder:

fzds= 2a2-ft-sin—;—dt— 2a2/sintosin%dt.

" 2all
Fig. 5.

Nun ist aber, wie sich durch partielle Integration

ergibt, fx sinzdx = —x - cosz + sinz . Demnach ist:

t t t t
2.[¢t.gin—.dt = 8a?.|—— cos— - sin—) .
2a ft sin - dt=8a ( 5 Co8 —|—sm2)
Ferner ist:
. .t t
25mt-sm—2—=cos§—cos%t,
daher:

t t t
—2a2.[sint-sin—dt = —2a2. —dl—
238 fsmt sm2dt 2a fcoszd(2)

+ %a?[cos§t-(d3?) = —2a2sin~;—+§ua2osin~§t.
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Demnach erhiilt man:
fzds=6a?sin%—4a’tcos%+§a2sin§t.

Dies ist zugleich das Integral von O bis ¢, so da8
wir, mit Benutzung des obigen Resultates fiir [ds, fiir
den Schwerpunkt des Bogens von ¢ =0 bis ¢ = ¢ er-
halten:

Um auch 7, den Abstand des Schwerpunktes des
Bogens von der geraden Linie, auf welcher der Kreis
rollt, zu erhalten, haben wir f y ds auszufithren, oder

fa +(1 —cost)-2a-sin dt—-4a’[sm3 dt

t t
— 8a2[sins—-dl-=-) .
Safsm 2d(2)
Nun ist bekanntlich -

[sindz dz = —} sin?z cosz — § cosz,
so daB wir erhalten:

8 a? t t t
=27 [ _gin2— . cos— — =
fyds 3 ( sin? - - cos 20082),
und, wenn wie oben, von ¢ =0 bis ¢ = ¢ integriert
wird:
8a?

t t t
27 | —sin?— cos— — —
73 ( sm20052 2c032+2),



so daB wir erhalten-

=t
2 —-sin’icosL 2 cos— +2)
3 2 2
n=[yds:]ds= ; .
in?—
sin?—

Hieraus kann man noch, durch Einfiihrung von
und trigonometrische Umformungen, erhalten:

t
4

4a t
= . 2_ 2
1= sin (1+Zcos 4)

Als Beispiele nehmen wir die drei Bogen der
Zykloide, deren Li#ngen oben bestimmt sind, d.h. wir
setzen { =2x, tl=mn, t=%=x.

Indem wir diese Werte einsetzen, erhalten wir:

f=a-zm, 9 =+4%a;
=t%a, n=+%a;
=a’(§]/§—§ﬂ) s Mg =+%a
fiir die Abstiinde der drei Schwerpunkte der drei
Bogen, deren Lingen oben bestimmt sind, und zwar zu:
sy =8a, s=4a, s3=2a.

9. Der Schwerpunkt eines Bogens der
Astroide wird bestimmt durch deren Gleichungen in
Cartesischen XKoordinaten, welche, wenn ¢ der

Wilzungswinkel und wenn a der Radius des grioBeren
Kreises ist, auf dem das Rollen stattfindet, so lauten:

z=a-.co8%t, y=a-.sindt.
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Aus beiden folgt zuniichst ds durch ds? =dx24-dy?. Da:
dx = —3acos?tsintdt und dy = 3asin?fcostd?
ist, so erhilt man:

ds = 3 asintcostdt
oder:

s=fds=§afsin2tdt= {-afsin2td(2t)
= —4acos2t.

Fig. 6.

Nun sind aber noch die Integralgrenzen zu be-
riicksichtigen, welche { =0 und ¢{=1{¢ sein mdogen.
Dadurch kommt:

s=4%a(l —cos2t) = §asin?t.
Insbesondere ergibt sich fiir ¢ = % die Linge des

Astroidenquadranten s, = $a. Da der Bogen des
Astroidenquadranten um dessen Halbierungslinie
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gymmetrisch liegt, so muB fiir t=% sich s, = }a
ergeben, was in der Tat der Fall ist. Fiir ¢ = ':9,75

und % ergibt sich bzw. s3 = § o und s, = §a. Hier-

aus folgt, daB der Astroidenquadrant durch die
Halbierungslinie und die beiden Trisektionslinien des
zugehorigen rechten Zentriwinkels in vier gleiche
Teile geteilt wird.

Um die Lage des Schwerpunktes eines Bogens
der Astroide zu finden, haben wir f zds zu bestimmen,
wofiir sich ergibt:

2
f3 a?costtsintdi = —i;—cosﬂ ,

also in den Grenzen von O bis ¢:
E.8=14a%(1 — cosb?),
80 da8 man erhilt:
2 1 — cost
=50
Analog ergibt sich:
[yds = 3 a?sinttcostdt = § a?sin’t,
also in den Grenzen von 0 bis ¢:

= 3a sin¢ _ Ea in$¢

T=%% smz oo
Die beiden fiir & und % erhaltenen Resultate,
welche die Lage des Schwerpunktes eines beliebigen

Astroidenbogens angeben, spezialisieren wir noch fiir
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den Astroidenquadranten, wenn wir l=§ setzen.
Man erhalt: -
E=n=3%a,
oder in Worten: Wenn a der Radius des Kreis-
quadranten ist, dessen Ecken auch Ecken
eines Astroidenquadranten sind, so ist dessen
Linge 3a, und sein Schwerpunkt liegt auf
der Halbierungslinie des Kreisquadranten,
und zwar von jedem Radius um $a entfernt.
10. Der Schwerpunkt des Umfanges eines
Astroidenquadranten laft sich ans 9. leicht ent-
nehmen, und zwar am einfachsten durch die grund-
legende Momentengleichung, bezogen auf die Ebene,
welche die Ebene der Astroide in einem der beiden
begrenzenden Radien senkrecht durchschneidet. Da
der Schwerpunkt des Radienpaares die Verbindungs-
linie der Halbierungspunkte der beiden Radien hal-

bieren muB, also % als Abstand von der erwihnten
Ebene hat, so erhalten wir nach der Momentengleichung:

a 3 2 3
2a-z+§a-ga=§’-(2a+ga),

wo ¢ der Abstand des gesuchten Schwerpunktes des
Umfanges des Astroidenquadranten ist. Also ist:
11
4 = —— o
Y=
Daaselbe ergibt sich natiirlich fiir #’. Also: Der
SBchwerpunkt des Umfanges eines Astroiden-
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quadranten liegt auf dessen Halbierungslinie
und zwar }} der Radiuslinge von jedem der
beiden Radien entfernt.

11. Der Schwerpunkt eines Dreispitzbogens.
Unter ,Dreispitz¢ verstehe ich die Kurve, die ein
fester Punkt eines beweglichen Kreises beschreibt,
withrend er einen festen Kreis mit dreimal so groSem
Radius dauernd von innen beriihrt. Durch Abrollung
der Peripherie des kleineren Kreises entsteht ein
Dreispitzbogen, der ein Drittel des ganzen Dreispitzes
ist, und dessen Schwerpunkt bestimmt werden soll.
Wenn ¢ den Wilzungswinkel des griBeren Kreises
bedeutet, so ist fiir den Dreispitz:

z=a-(2cost 4 co82t); y=a-(2sint —sgin2¢),
8o daB man fiir ds? = da? 4 dy? erhilt:

ds® = 4a2(1 4 1 4 2sin¢sin2¢ — 2 cos? cos2 ) dt2
oder: '

ds® = 8a%(1 — cos3t)di* = 16 a3sin2§ ¢tdi?,

also: ds — 4asingtdt,

woraus durch Integrieren folgt:
) s=—4§acos}t,
und, wenn {=0 und ¢=¢ als Integrationsgrenzen
genommen werden:
s=4a(l —cos}?)
§= l(_i?’_a sin? 3 ¢,

4

oder
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so daB sich fiir die Linge des ganzen Bogens, d. h. fiir

16a
=% 5
Radius des kleineren Kreises bedeutet, der in dem

groBeren Kreise mit dem Radius b = 3 a rollt.

ergibt, wobei man beachte, da8 a den

Fig. 7.

Um auch die Lage des Schwerpunktes eines
Dreispitzbogens zu berechnen, haben wir:
§-s=fa:ds und n-s=fyds

auszufiilhren, wo £ und 7 die Abstinde des gesuchten
Schwerpunktes von den Koordinatenachsen bedeuten.
Man erhilt:

£-s=28a?[costsing tdt + 4a?[cos2 tsing tdt.
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Um die beiden Integrale zu berechnen, benutzen
wir, daB 2 costsing ¢ =sin(§¢ + ¢) + sin(3 ¢ — ¢) und
daB 2cos2¢sing¢=sgin(2¢ 4 $¢) —sin(2¢ — §1¢) ist.
So erhalten wir:

E-s=4a2-fsin§tdt+4a2-fsin%dt

+2a’-fsin%tdt—2a’-fsin%dt.

Hieraus ergibt sich durch Zusammenfassen und
Integrieren zwischen den Grenzen ¢{ =0 und ¢=¢:
8 5 t 4 7 ]=¢
vs—=|——a%cos—t — 4a2cos— — — a2 cos—
-8 [ 5aoos2t 4a0052 7acoszt]t=o,
und, da 1 —cos%=2sin’% ist:

16 t 8 7
=25 29 2 gin? Z a2sine—
E.s 5asm t-|-8asm4+7asm4t,

also:
a 3 3 ..,
f'—smz%t ( t+ +ﬁmn2zt),

welches Resultat fiir jeden Bogen gilt, der von der
Anfangslage an beschrieben ist, bis der Wilzungs-
winkel fiir den gréBeren Kreis gleich ¢ geworden ist.

Indem wir ¢ = 2?7‘ setzen, erhalten wir fiir den Schwer-
punkt des Dreispitzbogens:

a (3 3 3
=Z'(3+E+ﬁ)’

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL. 4
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da der Sinus vonE 2—“ oné- 2—” vonl 2—”
A T A T

von —Z—zTn beziehungsweise: +1, +3%, +4, —%

ist. So kommt:
3a 27 ﬂ

Um auch 7 zu bestimmen, haben wir f yds zu
finden. Wir erhalten:

fyds=8a2fsint~sin%t~dt—4a’fsin2t-singtodt,
und, indem wir #hnlich wie oben bei £ verfahren:

fyds= —4a?fcosgtdt + 4 a? cos%dt
7 ¢
+2 a’fcosgdt — 2a? cos;dt .

So kommt, wenn zuniichst wieder von ¢ =0 bis t=1¢
integriert wird:

8 5 4 7 t]
e§=|——a?2sin — — a2s8ln— 2 giln —
s [ 5asm2t+7asm2t+4asm2]o

oder:
8 .5 4 . 7 .t
y—a —331 §t+—,—7—sm§t+4sm§

Wenn wir nun t-—-2?n setzen und beachten, da8

. . .t .7 . .
gin§ n, sinfx, sm—3—, sin— beziehungsweise ——‘;»}/5,
-
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+a}}/§, +-}}’§, + 1 ist, so erhalten wir fiir unser
auf den ganzen Dreispitzbogen beziigliches 7:

a 1 1 1 3 27
1=575-8:(f+55+5) = 59155

81
=mo}/§ua,

Da wegen der Symmetrie des Dreispitzbogens beziig-
lich der Halbierungslinie seines 120° betragenden
Zentriwinkels der Schwerpunkt dieses Bogens auf der
Halbierungslinie liegen muB, so mu8

%=tg60°=}’§

sein, wodurch eine Bestitigung gefunden ist. Es liegt
nahe, die Entfernung des gesuchten Schwerpunktes
vom gemeinsamen Zentrum der beiden Kreise zu be-
rechnen. Fiir diese ergibt sich 5:00560°=%-a.
Man erhiilt also den Schwerpunkt eines Dreispitz-
bogens, wenn man den 120° betragenden Zentri-
winkel des Dreispitzbogens halbiert und den auf
dieser Halbierungslinie gelegenen Radius a des klei-
neren Kreises um }} seiner Liinge verlingert. Der
Endpunkt der Verlingerung ist der gesuchte Schwer-
punkt.

Genau 80, wie in 11. der Dreispitzbogen und in
10. die Astroide behandelt sind, 148t sich jede Hypo-
sykloide behandeln, auch wenn das Verhiltnis des

4*
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Radius des rollenden Kreises zum Radius des festen
Kreises nicht speziell 1 zu 3 oder 1 zu 4, sondern
ein allgemeines ist. Auch die Epizykloiden lassen
gich so behandeln. Hier wollen wir jedoch nur noch
die Kardioide untersuchen.

12. Der Schwerpunkt eines Bogens der
Kardioide. Wenn ein beweglicher Kreis auf einem
ebenso groSen festen Kreise, diesen von auBen be-
rithrend, rollt, so beschreibt ein bestimmter Punkt
des beweglichen Kreises eine Kardioide, deren Glei-
chung in Polarkoordinaten lautet:

r=a-cos22.

2
Zuniichst erhilt man:

dr Y. @
%——acoszsmg,
also:
ds\? d'r)’ 2 2 3P 2@ 2 '
(E_) -(‘E <+ r? = a2 cos —2—sm E—I—a cos )
4
— a? cos? X
a? cos? o,
so daB wir erhalten:
ds=a-cos§23-dq).

Hieraus ergibt sich die Linge s,, eines beliebigen
Kardioidenbogens zwischen ¢ = @, und @ = ¢, :

8, =2asin}p, —2asini g, .
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Setzt man ¢, ==, @, =0, so erhilt man, daB die
Hilfte der ganzen Kardioidenperipherie 2 a ist, diese
selbst also 4 @ ist, d. h. viermal so gro8 als der Durch-
messer jedes der beiden erzeugenden Kreise. Die
Hiilfte s der ganzen Peripherie zwischen ¢ = 0 und

T

Fig. 8.

@ =n wird durch das Lot im Nullpunkte auf dem
Durchmesser in zwei Teile s, und s, zerlegt. Um s,

zu berechnen, haben wir ¢, = g—, @, = 0 zu setzen
und erhalten:
s, —ay2.
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Fiir s, haben wir gy = n, @, = ; zu setzen, was

83=2a—a }/§
ergibt.
Um &, den Abstand des Schwerpunktes eines
Kardioidenbogens von dem soeben erwihnten Lote
auf dem Durchmesser, zu berechnen, haben wir zu-

niichst das oben berechnete ds = acos% dp mit
z = rcosp zu multiplizieren. Fiir r setzen wir dabei
statt acos’%’- das mit ihm identische %(1 + cosg),
so daB wir erhalten:

a a a a a
- = cos?p = — Bl it )
T 2cos<p+ 2cosq> 2cos¢p+4+4cos2<p

Demnach kommt:

ds a? o a @
z- dg = Ecostp cosE 4+ ZOOSE +
Indem wir nun die Formel

2 cosor cos B = cos(x + f) + cos(x — B)

anwenden, erhalten wir weiter:

a’
1

2
cosZ<pcos2 .

ds a? 3p a2 @ a¥ @
Tle L g Ty tosy
a? b5  a? 3¢
tgesy Tty
_a o 3 . 3¢ a bg
=gy T gaesy T gosg,
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8o daB nun durch Integrieren folgt:

g = —atsn? + P anl?® 5S¢
E-s zds asm2+4sm2+2osm2

oder:

E.8= (205m +5sm +sm )

0
also, mit Benutzung des oben berechneten Resultates
fiir s:

[20 sm +5 - 8in (p—l-sm5'p]
E= ?=0 3

PO
P=F1

Wenn wir nun @, =z, @, = 0 setzen, erhalten
wir fiir den Schwerpunkt jeder Hiilfte der ganzen
Kardioidenperipherie:

s 20—5+41 2

Fiir den Schwerpunkt des oben mit s, bezeichneten

Bogens ist ¢y =0, ¢, = Zm setzen, so daB kommt:

2
g0 20VE+5VE—VE_ 3 |
1740 V3 5

Fiir den Schwerpunkt des zweiten, oben mit s, be-

. .
—, @y = 7 zu setzen, 80

zeichneten Bogens ist ¢, = 3

da8 kommt:
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52=i.2°(1—1@)—5(1+}@)+(1+ﬁ)

10 e
_ o 16—24yF B

U e (@72-3)(2 +1)
——5(z-1)

Um sauch den Abstand 7 des Schwerpunktes des
Kardioidenbogens von dem Durchmesser zu berechnen,
der durch den Nullpunkt geht, haben wir zunsichst
yds zu berechnen. Wir erhalten:

.7/=—-(1 + cosg)sing = —-smqo+ sm2<p

und daraus:
yds=%2sin¢pcos%+‘;—25in2¢pcos§2€
=§sm 2‘p+gazs +——s g
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daher:

[— 10 cosz —5 cos?’—<p—cos5(pr ”
2 2 2 lp=g, @

17 == - —
G
P=¢1

Wenn wir nun wieder ¢y =xn, ¢, =0 setzen,

erhalten wir:
a 10+5+1 2

Wenn wir weiter @, = —g, @, = 0 setzen, erhalten

wir fiir den Schwerpunkt des oben mit s, bezeich-
neten Bogens:

=1°+5+1—1°V¥+5ﬁ+1’_,1

Wenn wir endlich @, =7z, ¢, = —’25 setzen, er-

halten wir fiir den Schwerpunkt des oben mit s, be-
zeichneten Bogens:

+10y3—5Y3—V4 a _a 1

2 = 1— 13 0 10721
— 02 +1).

Der besseren Ubersicht wegen stellen wir unsere
dreimal drei speziellen Resultate nochmal zusammen:




I
o
®
I

s =2-.a & = %-a q=%oa

3
s=al = S =S GyE-1)
5=a-(2—72) 52=—%(}/§“1) ﬂz"‘“‘l_ao'(ﬁ"'l)

Die Momentengleichung, wonach:

{ sb=s8-& +5& }
Sen =289+ 8N
sein muB, liefert eine Bestiitigung.

§ 4. Schwerpunkte von begrenzten ebenen
Flichen.

1. Schwerpunkt einer Dreiecksfliche. Da in
einem Dreiecke 4BC nach § 3,1 die Schwerpunkte
aller mit BC parallelen Strecken in deren Mitte
liegen, und da diese Mitten die gerade Linie bilden,
welche die Ecke A mit der Mitte D der Seite BC
verbindet, so muB auch der Schwerpunkt der ganzen
Dreiecksfliche!) auf der Transversale AD liegen. Da

!) Das hier angewandte Erkenntnisprinzip ist immer
unvermeidlich, wenn auf Gebilde nichst htherer Dimen-
sion, z. B. von Linien auf Flichen, geschlossen wird. In
analytischer Fassung benutzt man dieses Prinzip, wenn
man unzihlig viele unendlich kleine Gréfien durch ein
Integral summiert.
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man genau so fiir die mit AC bzw. 4B parallelen
Strecken schlieBen kann, so ergibt sich, daB der
Schwerpunkt einer Dreiecksfliche der Schnittpunkt S
der drei Transversalen ist, d. h. der drei Verbindungs-
linien der Ecken mit den Mitten der Gegenseiten.
Die Planimetrie lehrt, da8 dieser Punkt S jede der
drei Transversalen im Verhiltnis 2 zu 1 teilt, indem
der gréBere Abschnitt nach der Ecke zu, der kleinere
nach der Seitenmitte zu liegt.

2. Schwerpunkt eines Trapezes. Genau so
wie in 1. kann man erkennen, da8 der Schwerpunkt
eines Trapezes auf der Strecke liegt, welche die
Mitten £ und F der beiden Grundlinien, d. h. der
beiden parallelen Seiten, verbindet. Um zu erkennen,
wo er auf dieser Strecke EF liegt, wenden wir die
Momentengleichung beziiglich der Ebene an, welche
die Trapezebene lings BC senkrecht durchschneidet,
wo, der Reihe nach, 4, B, C, D die Ecken des
Trapezes sind, indem AD und BC die parallelen
Grundlinien bilden. Die Liingen von BC und 4D
mogen b und d heiBen, die Héhe 2. Durch Zer-
- legung der Trapezfliche in die Dreiecke 4BC und
DAC erhalten wir, da der Inhalt eines Dreiecks das
halbe Produkt von Seite und zugehoriger Hohe ist,
nach der Momentengleichung:

23T 3 ety

b kR dh 2 bh , dh
2 ‘&:
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wo & den Abstand des gesuchten Schwerpunktes von
BC bedeutet. Aus dieser Gleichung folgt:

oder:
§  b+2d
h—E& 2b+d°

In demselben Verhiltnis b+ 2d zu 25+ d muB
also auch der gesuchte Schwerpunkt die Verbindungs-
strecke EF der Halbierungspunkte der Grundlinien
teilen.

3. Schwerpunkt eines allgemeinen Vierecks.
Nach dem ersten Hauptsatze in § 2 liegt der Schwer-
punkt eines Vierecks 4, A; A; A, auf der Verbindungs-
linie der nach 1. durch Ziehen der Transversalen
auffindbaren Schwerpunkte S; und S; der Dreiecke
A4, Ay und 4,4, 4;, und ebenso auf der Verbin-
dungslinie der Schwerpunkte S; und S; der Drei- .
ecke 4,4, 4, und 4,4, 4,. Folglich muB der Schwer-
punkt des Vierecks 4,4, 4;4, der Schnittpunkt S
von S, S, und S; S, sein. Zur Auffindung des Schwer-
punktes eines allgemeinen Vierecks durch Zeichnung
hat man also nur dreierlei zu tun, Strecken zu hal-
bieren, gerade Verbindungsstrecken bekannter Punkte
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zu ziehen und Schnittpunkte bekannter gerader Linien
aufzusuchen. (Vgl. Fig. 9.)

4, . N 4,

Fig. 9.

4. Schwerpunkt eines allgemeinen Polygons.
Ein beliebiges Fiinfeck 1#8t sich auf fiinffache Weise
durch eine Diagonale in ein Viereck und ein Dreieck
zerlegen. Sucht man also nach 3. den Schwerpunkt
eines solchen Vierecks auf und nach 1. den Schwer-
punkt des zugehorigen Dreiecks, so erhidlt man durch
die Verbindungslinie der beiden so aufgesuchten Schwer-
punkte einen Ort fiir den gesuchten Schwerpunkt S
des Fiinfecks. Man kann demnach fiinf gerade Linien
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finden, die sich siimtlich in dem einzigen Punkte S,
dem gesuchten Schwerpunkte, schneiden. (Vgl. Fig. 10.)
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Ein beliebiges Sechseck zerfillt durch Diagonalen auf
sechsfache Weise in ein Fiinfeck und ein Dreieck, so
da8 man durch Verbindung des nach dem Obigen
gezeichneten Schwerpunktes eines solchen Fiinfecks
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mit dem Schwerpunkte des zugehdrigen Dreiecks sechs
gerade Linien erhilt, die sich in einem einzigen
Punkte, dem Schwerpunkte des Sechsecks, treffen.
8o kann man weitergehend den Schwerpunkt jedes
beliebigen von geraden Linien begrenzten Teiles einer
Ebene durch Zeichnung gewinnen, indem man, ord-
nungsmiifig verfahrend, nichts weiter zu tun hat, als
Strecken zu halbieren, gerade Verbindungslinien
zwischen zwei Punkten zu ziehen und Schnittpunkte
von zwei geraden Linien aufzusuchen.

5. Schwerpunkt eines Kreissektors. Die Lage
des Schwerpunktes eines Kreissektors kann man auch
ohne die in § 2 durch die Integralrechnung gebotenen
Hilfsmittel aus der in § 3, 3 abgeleiteten Bestimmung
des Schwerpunktes eines Kreishogens ableiten. Zer-
legt man nimlich einen Kreissektor durch Radien
nach den Punkten des zugehdrigen Bogens in Sek-
toren mit unendlich kleinem Zentriwinkel, so konnen
diese als unendlich kleine kongruente Dreiecke an-
gesehen werden, so daB ihre Schwerpunkte auf dem
Kreisbogen liegen miissen, der um das Zentrum O
mit zwei Drittel des Radius gezogen werden kann.
Wegen der Kongruenz der unendlich kleinen Sektoren
erscheinen diese Schwerpunkte siimtlich gleich belastet,
so da8 der gesuchte Schwerpunkt des Sektors mit
dem Schwerpunkte dieses Bogens identisch sein muS,
der den Radius §r, die Liinge ¢ und die Sehne $b
hat, wo r den Radius, ¢ den Bogen, b die Sehne des
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Kreissektors bedeuten. Folglich mu8 der Schwerpunkt
eines Kreissektors auf der Halbierungslinie des Zentri-
winkels und auf dieser in einer Entfernung vom Zentrum
liegen, die gleich-

4} h  2rb

§c 3¢
ist. Je nachdem der Zentriwinkel des Sektors 1809,
1209 909 60° betriigt, erhilt man fiir diese Ent-
fernung vom Zentrum:
27r.27 4r 14
3.rn  3a 33’

2r.rY3  r.Y3 49

3.§ra w88’

2r.ry2  4ry2 98
= T
3-3rx 3n 165
2r.r 2 — K
3.4ra a = 11°

wo, abgerundet, n=%—, ﬁ=_5.., }/§_—_% ge-

selzt ist.

6. Schwerpunkt eines Kreissegmentes. Da
ein Kreissegment die Differenz zwischen dem zu-
gehorigen Sektor und dem Dreiecke ist, dessen Seiten
die Sehne b und zwei Radien sind, so findet man die
Lage des gesuchten Schwerpunktes am einfachsten
durch die Momentengleichung. Es mégen r, b, ¢ die-
selbe Bedeutung wie in 5. haben, ferner mége o das



Lot sein, das vom Kreiszentrum zum Halbierungs-
punkte der Sehne b geht, S der Inhalt des Segmentes,
& der Abstand seines Schwerpunktes vom Zentrum.
Dann liefert die Momentengleichung:

c.r 27d bg2

8= T ET
=3 (r’ —eh= ( )
Demnach ist
B8
f=1s
wo noch fiir S die Differenz des Inhaltes des Sektors
und des Inhaltes des Dreieckes, also u — b—'29—, zu

setzen ist.

7. Schwerpunkt eines geraden Parallel-
schnittes, d. h. eines Trapezes, dessen parallele
Grundlinien die Ordinaten y, und y, zweier Punkte
sind und dessen Schenkel der gerade Abstand dieser
beiden Punkte und die Differenz z, — z, ihrer Ab-
szissen sind. Obwohl der gerade Parallelschnitt ein
Trapez ist und deshalb nach 2. behandelt werden
kann, wird er hier deshalb besonders besprochen,
weil er bei jeder beliebigen Kurve vom Parallelschnitte
dieser Kurve zu subtrahieren ist oder umgekehrt, um
ein Segment dieser Kurve zu ergeben, und weil im
Parallelschnitte einer Kurve die zufilllige Wahl des
Koordinatenkreuzes mit enthalten ist, wihrend ein

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL 5



Kurvensegment, als Flichenstiick zwischen einem Bogen
und der zugehdrigen Sehne, von der Wahl des Koordi-
natenkreuzes unabhiingig ist. Auf den oben definierten
Parallelschnitt bezieht sich das Formelpaar (V) in
§ 2. Die Entfernungen &; und #; des Schwerpunktes
eines geraden Parallelschnittes von den beiden Koordi-
natenachsen ergeben sich am einfachsten durch Zer-
legung des geraden Parallelschnittes in ein Rechteck,
dessen Seiten y; und z, — z, sind, und in ein recht-
winkliges Dreieck, dessen Katheten y, — y, und z, — =z,
sind. Die Momentengleichung, angewandt auf diese
beiden Teile des geraden Parallelschnittes und auf
die Ebene, welche in der Y-Achse auf der Ebene der
Figur senkrecht steht, ergibt:

&-"’—’#-(xg—%)=x’;x‘-yr(wz—%)

(@ — ) (s — 1)

@ — @ — =) 3
=5 5 = [Bayyy + By + 20 — 2yl + 29, — 1]
=2 ; xl[xzyl + 2y + 22y + 2%y,
woraus folgt:

E‘___l.ys(z1+2xz)+?/1(xs+2x1) .
3 Y2+ %

Analog ergibt sich:

=t ity ot
3 Y2+ %



Demnach sind die Momente selbst:
{f{'*’t='}(za—z1)[x2?/1 + 2y + 22y + 223 9,)
Nedi=3 (@ —2) Y3+ v 9 + 91

8. Schwerpunkt eines Parallelschnittes einer
Parabel. Die Gleichung einer Parabel, deren Achse
die X-Achse ist, und deren Scheitel der Nullpunkt
der Koordinaten ist, lautet y2 = 2pz, so daB der
Inhalt des Parallelschnittes sich ergibt aus:

J,==fyda:=j}’2pﬁdz=@-fx*dw
=V2p 4ot = jay,
so daB, wenn die parallelen Ordinaten y, und y, sind:
=4 (@ Y — % y)
wird. Nach Formel (V) in § 2 haben wir nun, um
den Abstand 7, des Parallelschnittes der Parabel von

2
der X-Achse zu bestimmen, f y? dx auszufiihren.

Wegen y2 = 2pz diirfen wir dz durch %?i ersetzen
und erhalten so:

Y o= lfgi _y
f2d”_p 5 =3p"
also, durch Einsetzen der Grenzen y, und y,:

L. =__-'/3—y?=(y_%_y_¥)y%+y?
2 = "8y 2p  2p) 4
=1@—z)@+9))- -
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Durch Einsetzen des oben bestimmten Ausdruckes
fiir J, ergibt sich nun:
=2 B )Wt YD
8 my—zy
Es liegt nahe, den Abstand 7, nur durch die
Ordinaten y, und y, auszudriicken. Dann hat man

2 2
zy durch g—;’ und z, durch g—; zu ersetzen, und es

ergibt sich:

_ 3 -4 _3utvintuwmyit+yi
=3 vi—yi 8 it uy+yl )
Um nun auch den Abstand &, des gesuchten

Schwerpunktes von der Ordinatenachse zu finden,
haben wir im Integrale:

fa:yda::fa: 2pzdz = }/2_17‘/'1:‘}daz=}/ﬂ)-guzi:‘;L
— $12pe-2? — gary
die Grenzen einzusetzen, so da8 kommt:
&p-Jp =142y, —2ly),
oder, wenn wir wieder wegen der Parabelgleichung
y2=2pzx = durch y ausdriicken:
i
=g -
Wenn wir nun auch in den oben berechneten
Ausdruck fiir J, y, und g, einfiihren, also

_B—u
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setzen, erhalten wir:

Ep 3 yg—y’ls

T10 6 -
Wenn wir spezieller in den fiir 5, und £, er-
haltenen Ausdriicken y, gleich Null setzen, erhalten wir:

Hiernach findet man also den Schwerpunkt des
Flichenstiickes, das von einer Abszisse z,, der zu-
gehorigen Ordinate y, und dem Parabelbogen vom
Scheitel bis zum zugehorigen Punkte begrenzt wird,
indem man von z; drei Fiinftel, von y, drei Achtel
abschneidet und durch die erhaltenen Abschneidungs-
endpunkte senkrecht und parallel zur Achse gerade
Linien legt. Der Schnittpunkt derselben ist der ge-
wiinschte Schwerpunkt.

9. Schwerpunkt eines beliebigen Parabel-
segmentes. Auch fiir ein Parabelsegment, dessen
Definition ja von der Wahl des Koordinatenkreuzes
unabhiingig ist, liBt sich die Lage des Schwerpunktes
sehr einfach ermitteln und konstruieren. Man hat ja
nur das in 8. bestimmte statische Moment des Parabel-
Parallelschnittes um das in 7. ermittelte statische
Moment des geraden Parallelschnittes zu vermindern,
um das Moment des Parabelsegmentes zu erhalten.
8o ergibt sich:
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Jo s ="dp 1p — Ji-

— 2B+ -2 Bt + )

=x”1_2z‘(3y%+3y¥—2y§—2y?—2yzy1)

—z
=x”12 (g — 91)?-

Ebenso ergibt sich das andere statische Moment
Jy+ & aus:

Soobs=Jpbp— i+ &

— 1
=yg gg——(‘”2—@1)[‘”2?/1+“’1?/2+2931?/1+2‘”2?/2],
10p° 6
2
oder, wenn wir wieder z, durch g—; und z; durch
2
5 ersetzen:
2p
B8 42— o2
- Ya— Y :
Ja-£.=yiopf’— ;41,2‘-(312+y1)(2y§~yzy1+2y¥)
= Tgopt 24— 33iu + 2481 — 33,93 + 24

(s — y1)®
=—1—23p—,—~[2y§+ysy1 +24]).
Nachdem wir die beiden statischen Momente des
Parabelsegmentes, nidmlich J; %, und J; - & berechnet
haben, liegt es uns ob, auch den Inhalt J;, des Parabel-



segmentes durch y, und y, auszudriicken. Wir er-
halten:

2
Jt:Jp“Jt=’"(‘”zye—-"’1?/1)""x’ xl'(!ls'l‘?/l)

—%@f; ?Ig)—y2 yl(.%"‘yl)

' 1

= m[4.’/§—43/¥— 33 +341 — 343y + 34l
_ ¥ —y)®

12p °
Durch Einsetzen dieses Resultates fiir J; kommt nun:
B gy, 2P N V)
: B—%)P %B—n

oder, wenn wir pz;, durch {1} und px, durch 43
ersetzen:

Ns =

s =4 +v) -
Fiir &, erhilt man analog:
_ =P, .. _12p
ES"" 120p2 [2y2+y2y1+2 ] ( y)3
29+ Yyt 24
o 10p )

Da 7, durch y, und y, ausgedriickt war, so liegt
es nahe, &, durch z, und 2, auszudriicken, indem man

= V2px und y, —Y2pz, setst. Dadurch er-
hiillt man:

=3-(m+o+31na).
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Die fiir 9, und &, erbaltenen Resultate ergeben
nun eine sehr einfache Konstruktion des Schwer-
punktes eines Parabelsegmentes, allein durch dessen
Sehne, dessen Bogen und der Richtung der Parabel-
achse, welche Richtung auch durch die Verbindung
des Halbierungspunktes der Sehne mit dem Schnitt-
punkte der beiden Tangenten bestimmt ist, die in den
Endpunkten der Sehne gezogen werden ktnnen. Aus
den Gleichungen dieser beiden Tangenten

{ Yy =p@E+z)
Yy =p @+ )
erhilt man néimlich die Koordinaten z, y ihres Schnitt-
punktes, nimlich durch Subtraktion:
pom—pz 1 yi—yi 1

y= P 2y —y, —(?Is+.’l1),
und durch Addition:
g Yty —p@®H+ =)
2p
_ 30 +u)—p%m—px Y%y
2p 2p
oder:
721’% V2p —Vme.

Aus der ﬁberemstxmmung des Resultates fiir y
und des fiir %, geht hervor, da8 der gesuchte Schwer-
punkt auf der durch den Tangentenschnittpunkt zur
Achse parallel gezogenen Geraden liegt, und daraus,
daB dieses Resultat }(y; + y;) heift, geht hervor,



— 73 —

da8 diese Parallele auch die Sehne halbiert. Uberdies
schneidet sie die Patabel in der Mitte zwischen dem

Fig. 11.
Tangentenschnittpunkte und dem Sehnenhalbierungs-

punkte. Denn:
._I_ 2
(@7fa)=2px

fihrt wegen der Parabelgleichung auf:
1 z
v=g P4 +imm]
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Die genannte Parallele enthiilt also der Reihe nach
die folgenden vier Punkte: erstens den Schnittpunkt 7'
der Tangenten in den Endpunkten der Sehne, zweitens
den Schnittpunkt P mit der Parabel, der zugleich
Halbierungspunkt von 7 H ist, drittens den Schwer-
punkt S des Parabelsegmentes, viertens den Halbierungs-
punkt H der Sehne. Um nun auch zu erkennen, wo
S zwischen P und H liegt, bestimmen wir zuniichst
die Liinge von P H, fiir die sich ergibt:

e e | R

1
e

Daraus ergibt sich

a4 [a e

2 1 1 1
=g(xa+x1+§V%w1)—z(wz+w1)—5}'w2xl

3 3 1
=%(¢2+¢1)_1_0sz$1=3 a4 —-?T.}/zle].

Demnach ist SP= §.PH. Zur Bestitigung be-
rechnen wir auch

2 1 —

1 — 2 1
-BEn e - A e

—3PH.
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Hiermit ist bewiesen, da8 der gesuchte Schwer-
punkt S die Strecke PH im Verhiltnis 3 zu 2 teilt.
Um also den Schwerpunkt eines beliebigen
Parabelsegmentes zu finden, hat man nur durch
den Halbierungspunkt H seiner Sehne die
Parallele zur Parabelachse zu ziehen, welche
die Parabel in P schneidet, und dann PH im
Verhiltnis 3 zu 2 zu teilen, so daB nach P hin
der gréBere, nach H hin der kleinere Teil
liegt. Der Teilungspunkt ist der gesuchte
Schwerpunkt.

10. Schwerpunkt eines Ellipsen-Parallel-
schnittes. Wenn man von zwei beliebigen Punkten
einer Ellipse die Lote auf deren groSe Achse fillt,
80 begrenzen der Bogen zwischen diesen beiden
Punkten, die beiden Lote und die Strecke zwischen
deren FuBpunkten ein Flichenstiick, dessen Inhalt
und dessen Schwerpunkt zu bestimmen sind. Aus
J=fy dz ergibt sich hier:

J=[%Va’—x’dx=-2—~fva’—:v’dz
b |« a? x
= — e | — 2 2 - in—
2 [2}/a z? 4 2a.rcmnaJ

%Y 4 9 esin®
=3 +2arcsma,

und nach Einsetzung der Grenzen fiir die beiden
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Punkte, deren Koordinaten z;, y;, bzw. 2,, y, sind:
1 ab . T . 3&)
J= E(z,y, —z y) + ?(arcsm‘—z— — arcsin—") .
Als Beispiel diene #; =0, y, =b und 2, =a, y,=0.
Dann ergibt sich fiir den Inhalt des Ellipsenquadranten:

abarcsinl abrn
2 ="z

Wir setzen zweitens #; =0, y, =b, x,=-‘21, y2=%}l§

und erhalten dadurch fiir denjenigen Teil des Ellipsen-
quadranten, der zwischen der kleinen Halbachse b und

dem Lote im Halbierungspunkte der groSen Halb-
achse liegt:

1
Jl—-—}/_+ csm—=ab(}/8§+%).

Um auch den anderen Teil der Fliche des Ellipsen-

quadranten zu berechnen, setzen wir z; = %, Y =%]/§,
% =a, y; = 0 und erhalten:

—-‘%b}@+ %b(a.rcsinl - arcsin%)
ab abfn =
~gr+3(E-5)

____}/__l_ab" b(ﬁ_ﬁ),

w

6 8
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Um nun auch die Lage des Schwerpunktes eines
Ellipsen - Parallelschnittes zu bestimmen, haben wir
[zydz susufithren und erhalten:

fbxyag_xldx__%,g(a’_x’)i
b -a_y- a’y’__a’ys
3a b b b’

so daB sich nach Einsetzung der Grenzen ergibt:

2
§T= 50— ).

Demnach ist:

E= —2a*(4} — %)

3b*(z39; — % v1) + 3ab® (arcsin% — arcsin'%)

Um auch den Abstand des gesuchten Schwerpunktes
von der groSen Achse der Ellipse zu finden, haben

2
wir f Y iz auszufiihren, wodurch wir erhalten:
== @ —g?) = %
ned= f iz (a 2 6a2’
und, nach Einsetzung der Grenzen:

n-J=I§(xa-—z1)—gb:—,(a=‘x-— i)

e

b (@, — %) 3% — b2 (e} — )
3a (5 yy — 2, 9)+3a3b (arc sin%— — are sint—l)

ﬂ=
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Als Beispiele berechnen wir die Lage der Schwer-
punkte der drei Flichen, deren Inhalte oben berechnet
gsind. Wir erhalten:

4b
~ 3a
fir den Ellipsenquadranten. Fiir a = b = r erhilt
man in Ubereinstimmung mit 5. die Lage des Schwer-
punktes des Kreisquadranten. Fiir den Schwerpunkt
desjenigen Teiles des Ellipsenquadranten, dessen Inhalt
oben J; genannt ist, ergibt sich:

_8—3Y3 _ 11

B0 srea TV e sran
Der andere Teil des Ellipsenquadranten, dessen Inhalt
oben J, genannt ist, hat einen Schwerpunkt, dessen
Lage sich ergibt aus:

3Y3 _ 5
in—_3y3 ™ 8x —6Y3
Eine Bestiitigung der Berechnungen ergibt sich

daraus, da8:
T=d4+dy, J-b=d-b+T-8,

Jog=Jdp-n +
ist. Fiir ein Ellipsensegment liBt sich Inhalt und
Schwerpunktslage in derselben Weise berechnen, wie
es oben fiir ein Parabelsegment geschehen ist.

11. Schwerpunkt eines Segmentes der gleich-
seitigen Hyperbel. Wenn man die Gleichung der

4a
E=§;) n

Eg=a
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Hyperbel auf ihre beiden Achsen bezieht, ist die
Behandlung derselben ganz analog der in 10. be-
sprochenen Behandlung der Ellipse. Deshalb be-
sprechen wir hier die auf ihre zueinander rechtwink-
ligen Asymptoten bezogene gleichseitige Hyperbel,
deren Gleichung lautet:
zy=a?,

wo a den Abstand ihrer beiden Scheitel von den
Asymptoten bedeutet. Zuniichst erhalten wir fiir den
Inhalt J, eines Parallelschnittes zwischen den Ordi-
naten y und y,, wenn 2z, und x, die zugehdrigen

Abszissen sind:
s

2
J:.=f%’f=a2(zz,—lx1).
'

Durch Subtraktion des in 7. behandelten Parallel-
schnittes J; erhalten wir fiir den Inhalt des Hyperbel-
segmentes:

f=1@ —2) @ +y) — oz —iz).
Um auch die Lage des Schwerpunktes bestimmen zu
konnen, haben wir die Integrale:

y2
[x-ydw und fEd“’

auszufiihren. Wir erhalten:

a4
a’?x  bzw.

2z’
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8o daB, innerhalb der eingefiihrten Grenzen, die beiden
Momente des Hyperbelparallelschnittes werden:

& = a% (3 — )

Diese beiden Momente haben wir noch von den
in 7. berechneten Momenten des geraden Parallel-
schnittes zu subtrahieren, um die Momente eines be-
liebigen Hyperbelsegmentes zu erhalten. Dividiert'
man endlich die so berechneten Momente durch den
oben berechneten Inhalt J;, so erhilt man die Ab-
stinde des Schwerpunktes des zwischen den Punkten
x,, y, und 2,, y, liegenden Hyperbelsegmentes von
den beiden Asymptoten. Es wird geniigen, wenn wir
dies an einem Beispiel zeigen. Wir wihlen dieses
Beispiel so, daf das Segment von der Halbierungs-
linie des Winkels zwischen den Asymptoten halbiert

wird, indemwira;l=—;—, 2, =3 a und deshalb y, =3 a,
a .
Y=g setzen. Dann wird:
Jy =42a% — 24213,
hebp==4a® und Jyem = 4ad.
Fiir die Momente des in 7. behandelten geraden
Parallelschnittes erh#lt man:
T b= $05(9 + § + 2 + 2) = 44203
Jeene=40a8(9+ 14 §) = Efkad.
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Deshalb ergibt sich:

Joobo=Jp bt — h b =420 — §ad=Fifad

Ty g =Jp-ni—Jp-mp = 3ft a® — $a% = 2p6ad.

DaB auf verschiedenen Wegen fiir die beiden
Momente dasselbe Resultat erscheint, hat seinen Grund
in der symmetrischen Lage des als Beispiel gewiihlten
Segmentes und liefert eine Bestiitigung der Berech-
nung. Fiir die Abstinde des gesuchten Schwer-
punktes von den beiden Asymptoten erhiélt man
schlieBlich:
128
b=m=0 g3

12. Schwerpunkt einer Zykloidenfliche. Die
beziiglich eines beliebigen Bogens schon in § 3, 8 be-
handelte Zykloide ist bestimmt durch das Gleichungs-

paar:

z = a(t — sing)

y =a (1 — cos?) ’
wo a den Radius des auf der Strecke 2axn rollenden
Kreises bedeutet und wo ¢ der Wilzungswinkel ist.

Um den Inhalt eines beliebigen Parallelschnittes zu
bestimmen, haben wir f y dz auszufiihren und erhalten:

J=fa2dt(1 — 2 cost |- cos??)
=a?t — 2a%sint 4 a2(}¢ 4 }sin21¢),
also, nach Einfiihrung der Grenzen:
J=a?[}t— 2sint—|-«1-sin2t]:: .

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL 6
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Der Inhalt der ganzen Zykloide entsteht, wenn
die ganze Peripherie des rollenden Kreises einmal ab-
gerollt ist, wenn wir also ¢ = 0, /3 = 7 setzen, wo-
durch sich J=3a?x ergibt. Da die Zykloide be-
ziiglich des Lotes im Halbierungspunkte der Strecke
2.a.n symmetrisch liegt, so ergibt sich von ¢t =0
bis ¢t=ax die Hilfte von 3a42z. Um auch den
Schwerpunkt eines Parallelschnittes bestimmen zu

2

konnen, haben wir [zydz und f % dz auszufiihren,

wodurch wir zuerst erhalten:

&-J=a3-[dt(t — 21cost -+ tcos?t — sint — 2 sint cost
+ sint cos2?) = a® [ ¢2 — 2 ¢sint 1 8in2t — cos?
—$cos2¢t 4 Leosdt].

Demnach ist der Abstand & des Schwerpunktes eines

zwischen den Ordinaten y, und y, liegenden Parallel-

schnittes berechenbar aus:

g [ft—2tsint+}sin2t—cost—§cos2 ¢+ cosde]y

a [§¢—2sint+ }ein2 £}

Fir ¢, =0 und ¢ =25 ergibt sich & =an,
was man wegen der symmetrischen Lage von vorn-

herein wissen konnte. Wenn man zweitens # = 0

und ¢ = 7z setzt, erhillt man, da dann, wie schon oben
berechnet ist, der Inhalt §a?n wird:
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2
Fiir f‘%da: kommt:
ad
”n -J=§ (1 — cost)®dt
as
= ?[dt [1-— 3 cost 4 3 cos2t — cost (1 — sin?¢)]

at . t 1. . 1.
= — |t — 4= - — gin8

2 [t 3smt+3(2 + 4sm2t) sin¢ 4 3sm t]
L
212
80 daB wir den Abstand von der Strecke, auf der die
Abrollung stattfindet, erhalten aus:
[§¢— 2sint + §sin2 ¢ + §sin]}

§¢— 2sint + pein24}
Hieraus ergibt sich fiir ¢{; =0, {, =2z, also fiir
die ganze Zykloidenfliche:

n=¢%ea.
DaB auch fiir jede der beiden durch die Sym-

metrieachse getrennten Hilften sich derselbe Schwer-
punktsabstand §a ergibt, liefert eine Bestitigung.

Uberhaupt kann man die fiir % und fiir % erhal-

t—4sint+%sin2t+%sin3t],

-
a

tenen Resultate dadurch verifizieren, da8 man von

=0 bis t=1¢ bei J und bei 5 dasselbe Resultat

erhiilt, wie wenn man 2z — ¢ und 27z als Grenzen

nimmt, da8 aber die beiden bei & erhaltenen Resul-
6*



tate zusammen die Hilfte a-n der Strecke 2ax: er-
geben, auf der der Kreis abrollt.

13. Schwerpunkt einer Astroidenfliche. Wenn
der groBere Kreis einen (m 4 1)-mal so groSen Ra-
dius @ hat, als der ihn von innen beriihrende Kreis,
80 beschreibt ein Punkt dieses kleineren Kreises, dessen
Radius b sei, durch Abrollen innerhalb des gréfSeren
Kreises eine Hypozykloide mit den Gleichungen:

@ = b(m cost -} cosm t)

y = b(msint — sinm),
wenn ¢ der Wilzungswinkel ist. Fiir m = 8 ergibt
sich daraus durch Anwendung trigonometrischer For-
meln und durch Setzen von o statt 4 b das Gleichungs-
paar derjenigen Hypozykloide, die man Astroide

e #mlich:
nennt, n ¢ x = a cos?t

y = asindt. n
Diese Kurve hat vier Spitzen, fir t =0, t=§-,
t=2m, t= %, und zerfiillt demnach in vier Qua-

dranten. Um deren Inhalt J zu finden, haben wir
[ydz = [asind¢(— 3 acos? ¢sint)dt
= —3a?[sinttdt + 3 a?[sintdt, .
und zwar von £ =0 bis £ =a, d. h. von t=§
bis ¢ = 0. Demnach ist der Inhalt eines Astroiden-
quadranten bestimmt durch:

£ Ed

T T
J= 3a2-jsin4tdt — 3a?. [sin®tdt.
0 0



[ —

— 8 —

Die beiden Integrale lassen sich entweder durch die
bekannte Rekursionsformel ausfithren, bei welcher der
Exponent von sin¢ immer um zwei Einheiten ver-
ringert wird, oder durch Einfilhrung der Kosinusse
der Vielfachen von ¢. Wir wiihlen den letztgenannten
‘Weg, auf dem wir finden:

3
J=3a%[}(cosdt— 4cos2t+ 3)dt
0

K
+ 3a%- [y - (cos®s — B cosd t + 15cos2¢— 10)dt.
0

Da die Integrale der Kosinusse der geraden Viel-
fachen von ¢ zu den Sinussen dieser Vielfachen fiihren,
so reduziert sich durch Einsetzung der Grenzen 0

und -;1 das erste Integral auf §, das zweite auf 4§,

und zwar mal ;’ 8o daf kommt:

3 10 0.
2 32°

Der Inhalt eines Astroidenquadranten betriigt also
% vom Inhalt des durch die vier Spitzen gehenden
groBen Kreises, so da8 von der ganzen Fliiche dieses
Kreises die Astroidenfliche § einnimmt.

Um auch die Abstinde & und 7 des Schwer-
punktes des Astroidenquadranten von den Koordi-
natenachsen zu berechnen, haben wir [ y-xdy und
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[y-%dm zwischen den Grenzen =0 und x=a
auszufithren. So erhalten wir:

J &= f 3 a8 cosStsinttdi
)
= f3 ad® cos5t (1 — cos2?)? dit
oder: ’
%:aé - f(cos*’t — 2 cos’t + cosdt)dt .

Wenn wir nun hier die oben bei Berechnung des
Inhaltes erwihnte Rekursionsformel anwenden, er-
halten wir:

J-¢
S = cost‘tsmt]o + g-b[coﬂtdt — 2fcos7tdt
_”E £

+ [cos®t dt = [§ costsint — 42 [cos dt + [cosSt dt], -
0

Da nun
[eosTtdt = 4 cosStsint + § [cosStdt
ist, so kommt nun:

% — [ costsint — 4§ cosStsint + iy fcosstdt]’.

Wenn wir nun noch:
[eos®tdt = +} costtsint + - cos?ésint + & sint
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einsetzen, erhalten wir:
J-& . . .
EY 4 cos®isint — 1§ cosbisint - [} costising
+ ghy cos?tsint + iy sind]’ — iy -
Hieraus folgt:
3a® 8 8 32
&=

3

_ . 256
J 315 105

"3afx 316z O’

wo fiir J der oben gefundene Wert eingesetzt wurde.

Um nun auch den anderen Abstand 7 zu berechnen,
haben wir:

3
7-J=14[y*ds = §-ad- [sin"tdt(1 — sin? §)
0
auszufiihren, wodurch wir erhalten:
29.J 7, . T
3"03 =!sm7dt + [§ sin®¢ cost], — §

0
£

E 3
?
sin’¢ d¢

= g—f’sin"tdt + [4 sin® cost]? .
0

Wenn wir nun nacheinander einsetzen, gemiif den
Rekursionsformeln:
[sin?¢dt = —4 sin’¢ cost + § - [sinStdt,
[einS¢dt = —4 sintt cost +'4 - [sinddt
[sin3td¢ = — sin2¢ cost — § cost ,



erhalten wir:
2n-J
3ad

= (} sin®t cos? — g 8in®s cost — 3§ sintf cost

— g3psin?tcost — 45 cost]: = 444 .

Demnach ist:

ned=1§5ad,
woraus, wie oben bei &, nach Einsetzung des oben
gefundenen Wertes von J folgt:
8 32 256
T=7105 " "3az ~ 316m "

DaB # = & sich ergeben hat, war wegen der
Symmetrie des Astroidenquadranten beziiglich der
Halbierungslinie seines Zentriwinkels zu erwarten und
liefert eine Bestitigung der Berechnung. Es liegt
nahe, die gefundene Lage des Schwerpunktes des
Astroidenquadranten mit der in 5. gefundenen Lage
des Schwerpunktes des umschriebenen Kreisquadranten
zu vergleichen. Beide liegen auf der Halbierungs-
linie des zugehorigen Zentriwinkels, und zwar der
Schwerpunkt des Kreisquadranten, wie in 5. gefunden
ist, im Abstande:

4ay2

3n
vom Zentrum, und der Schwerpunkt des Astroiden-
quadranten, wie aus den soeben gefundemen beiden
Resultaten fiir £ und # hervorgeht, im Abstande
266a)2 4ay2 64
316w  3a 105

«ad.
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Demnach haben die Zentralabstiinde beider Schwer-
punkte das rationale
Verhiiltnis 105 zu 64,
oder, was dasselbe ist,
der Zentralabstand des
Schwerpunktes des Kreis-
quadranten wird vom
Schwerpunkte des Astro-
idenquadranten im Ver-
hiltnis 64 zu 41 geteilt.

14. Schwerpunkt B
der Kissoidenfliche.
Wenn man von einem
Endpunkte O  eines
Durchmessers OA eines
Kreises einen beliebigen
Strahl zieht, der die
Kereisperipherie in B und
die in A4 gelegte Tan-
gente in C schneidet,
und dann die Strecke
OB von C aus nach O
hin abtriigt bis D, so
beschreibt D eine Kis-
soide, wenn der Strahl
OD alle moglichen Win- Fig. 12 \
kel ¢ mit O4 bildet. Die Kissoide schneidet den
Kreis in dem Halbierungspunkte £ des Halbkreises
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iiber OA. Insofern der Winkel ¢ auch negativ sein
kann, besteht die Kissoide aus zwei symmetrischen
Hilften, die in O eine Spitze bilden und die Tangente
in 4 zur Asymptote haben. Ist a der Radius des
Kreises, so ist die Kissoide bestimmt durch das Glei-
chungspaar:
z=2asin?¢p und y=2asinp-tge.

Was zuniichst den Inhalt eines Teiles der Fliche
angeht, die zwischen dem Durchmesser OA und der
Kissoide liegt, so ergibt sich ein solcher Inhalt aus:

J=fydz=8a2-[sin4<pdq>
=8a?[§ ¢ — gsingp cosp — 1 sindp cosg] .
Da fiir ¢p=% der Inhalt zu §a2n wird, so er-

gibt sich, da8 die Fliche, die sich zwischen der Asym-
ptote und der Kissoide nach beiden Seiten hin ins
Unendliche erstreckt, einen endlich grofen Inhalt hat,
indem sie das Dreifache vom Inhalte des Kreises mit

dem Radius a ist. Fiir q)=—1i erhilt man den In-

halt J; der Fliche, die von dem Kissoidenbogen OF
und den beiden Radien von M nach O und nach F
hin begrenzt wird. Man erhilt:
3n—8

7t
Subtrahiert man J; von dem Kreisquadranten OME,

dessen Inhalt a2. % ist, so erhdlt man den Inhalt .J,

—af.
J=a
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derjenigen Fliche, die zwischen dem Kissoidenbogen OF
und dem Kreisbogen OFE liegt, nimlich:

4 —=

h=a-

Endlich ergibt sich fiir die Fliche zwischen der
Kreistangente in O, der Kreistangente in E und dem
Quadrantenbogen OFE der Inhalt J; aus:

4 —=
4

Von den drei Teilen, in welche das Quadrat iiber
OM durch die Kissoide und den Kreis zerlegt wird,
ist also J, doppelt so gro8 als J;.

Um auch die Lage des Schwerpunktes einer
Kissoidenfliiche zu berechnen, haben wir

E-J=fa:-yda: und qJ=«}fy’dz
auszufiihren, wodurch wir nach den bekannten Rekur-
sionsformeln erhalten:

&-J=0a®[56 @ — Hsing cosp — 12 sin3p cosp
- ﬁsin‘:p cosq’] ’
7+J=ad[—8lcosp — 4sin3p — 2sintp — 4sincep].

h=a-

Fiir ¢ = % ergibt sich zwar:

n

oo = 3. —
E.J=5a 5
Da aber 5-J unendlich gro8 wird, also auch 7,

so liegt der Schwerpunkt jeder Hilfte der bis ins

also §=§a.
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Unendliche erstreckten Kissoidenfliche unendlich fern,
und zwar in der Richtung der Asymptote, wie zu er-
warten war. Aus & = §a aber kionnen wir schliefen,
daB der Schwerpunkt der ganzen nach beiden Seiten
hin bis ins Unendliche erstreckten Kissoidenfliiche
auf dem Radius M4 liegt, indem er denselben im
Verhiiltnis 2 zu 1 teilt.

Fir ¢ = %, d. h. fiir den Schwerpunkt der Fliche,

deren Inhalt oben mit J; bezeichnet ist, ergibt sich
aus den oben fiir &.J, 5-J und J; aufgestellten
Formeln:

Fe—a. 157 — 44 and 7]=a°4812_32 .

97 — 24 97 — 24

15. Schwerpunkt der Lemniskatenfifiche. Die
Lemniskate ist bekanntlich der Ort fiir alle Punkte,
die von zwei festen Punkten aus ein konstantes Ent-
fernungsprodukt haben. Nimmt man die Gerade, die
diese festen Punkte verbindet, als Abszissenachse, das
Mittellot zur Strecke 2¢ zwischen diesen beiden Punk-
ten als Ordinatenachse, so ergibt die genannte De-
finition die folgende Gleichung, falls das genannte
Produkt e? ist:

12 + (@ — ] [ + (@ + 0f] = ot
(42 +a? + o)1 — (2ea)t = ot

0+ 29 = 26 — ).

oder:

oder:
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Um auch ein Beispiel fiir die Formeln (VI) des
§ 2 zu haben, fiilhren wir Polarkoordinaten ein, indem
wir £ =rcosp, y = rsing setzen, wodurch wir er-
halten:
rt = 26272 (cos2p — sin2¢p) = 2e272co82 @

der:
oder r2 =2e%2cos2 p =a2cos2 ¢,

wo g der Abstand ist vom Nullpunkte der Koordi-
naten, der zugleich Doppelpunkt der Lemniskate ist,
bis zu ihren sonstigen Schnittpunkten der Abszissen-
achse. Der Inhalt eines beliebigen Sektors S der
Lemniskate ergibt sich aus:

2 2
S=f—;—r2d¢=% cos2<pd(p=%sin2¢p,
Wo von @ = @, bis ¢ = @, zu integrieren war. Wenn
wir ¢; =0 und @, = % setzen, erhalten wir den In-

halt der Fliiche, die zwischen der Abszissenachse und
einer Doppeltangente liegt, und die den vierten Teil

der ganzen Lemniskatenfliche bildet. Da sin2 - % =1

ist, so erhalten wir, da die Fliche der ganzen Lem-
niskate gleich @2 ist, also gerade so groB wie der
Inhalt des Quadrates iiber dem Abstande a. Um
auch die Lage des Schwerpunktes eines Lemniskaten-
sektors festzustellen, haben wir:

r2 2 1
E—|—dp.-— = —[8
S-¢ f2 dg- < rcosg 3fr cospdg
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zu berechnen, oder, da 72 = a?.cos2 ¢ ist,

8
S-§=%—fcos2¢p-}'cos2<p-cos¢p-dtp .

Um das Integral auszufiihren, setzen wir:

Yeos2¢ =t¢, also -sin2¢p =}1 — ¢4
und:
tdt

1—-t4

Da ferner m¢_|/l+cos2<p V— Y1+

ist, so kommt:
a8 8.¢.dt
ST ye
ad ttdt ad
sy2 Jyi—2 372
wo noch ¢* = sin?z gesetzt ist.
Nach bekannter Rekursionsformel ergibt sich nun:

—sin2 pdep =tdt oder dp = —

sintzdr,

fsin‘tdt = —%sinstcon + % sin?zdz

1 3 1 T
— — " gin8 == =
4mn TCO8T 4+ 4( 3 sinz cost + 2)

1 3
— ——gin8 — —si +_
81n°T CO8T S SIn7 CO8T g T

Wir beschriinken nun die Berechnung auf den
oben erwiithnten vierten Teil der Lemniskatenfliiche,

indem wir von ¢ =0 bis ¢ = % integrieren, d. h.
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von t=1 bis ¢t =0 oder von ‘t=% bis T=0.
Dadurch kommt:

Fig. 18,

4
Und, da wir oben S = % erhielten, kommt:

_a-m_anl2 a-22.7 11

5‘41/5— 8 ~ 8-7.5 20

wo 7= 22, Y2 = } niherungsweise gesetat ist.

Hiernach teilt der Schwerpunkt auf jeder von
den beiden durch den Doppelpunkt getrennten Hilften
der Lemniskatenfliche die Achse a ni#herungsweise
im Verhiltnis 11 zu 9.
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Um auch den Abstand 7 des Schwerpunktes jedes
Viertels der Lemniskatenfliche von der Achse zu be-
stimmen, haben wir

2
S-q =f%d<p-§rsintp=%'f735in¢d‘l)

zu berechnen. Wenn wir wieder cos2 ¢ = ¢2 setzen,
erhalten wir:

as e
S.-n= gfcos2 @Ycos2 psinpde

_ @ #.tdt JT—e2 a8 [ thdt
BJyi—ts 2 372 Jyi+e

Nun ist:

4 3 2
_td;_=t_ 1—|—t2—3 _tdt
i+ 4 4714

und:

V%=-}to}/1+t’—%l(t+]/l+t2)

oder:

t4dt

3
——m=tz°}/1+t”—’3ﬂ/1+ﬁ
+3it+ye+1),

und, wenn nun, wie oben, von {=1 bis {= 0 in-

tegriert wird, kommt:

8-y =3—a}%-[ﬂ’5—%l’§+ $1(1 4+ ¥2)]
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oder:

S.,,=%”[§}fz‘-z(1 +12) — 4,

2
und, nach Einsetzung von S = aI:

n=3%a[3V2-11 +12) — ]
=a-[1121(1 +12) —4].

Danach liegt der Schwerpunkt jedes Viertels der
Lemniskatenfliche nahezu 4 a von ihrer Achse entfernt.

§ 5. Schwerpunkte von Rotationsfliichen.

1. Schwerpunkt des Kreiskegelmantels. Die
Fliche eines Kreiskegels entsteht durch Rotation einer
geraden Linie, deren Gleichung y = z-tgx sei, um
die X-Achse. Hieraus folgt

dx dy

cosx sine’
go daB wir erhalten:

2
—2nfyds—-—fy 2” y

und in den Grenzen y1 und y,:

sm x (?/2 — ).

Hieraus folgt fiir den Mantel des abgestumpften Kegels,
dessen Grundradien y; und y, sind und dessen Seiten-

linie .<>'=§/-2—.__—y1 ist:
sinx

M=n-s-(+)

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITI. 1
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Der Abstand & des auf der Kegelachse liegenden
Schwerpunktes vom Scheitel ergibt sich aus:

4y
M. £—2n[a;yds 2n @- Y e
oder, nach Einsetzung der Grenzen:
’ 2x
M-t = Siga - sma A9

8o da8 man fiir den gesuchten Abstand & des Schwer-
punktes vom Scheitel erhilt:

2 wB— f 2 vpitmuty
3tga yi—yl 3Btgx  y+u

wo y, und y, die Grundradien des Kegelstumpfes
sind und &« der Winkel ist, den seine Achse mit
jeder Beitenlinie bildet. Wenn insbesondere y, Null
ist, so ergibt sich, da dann —- tg die Hohe wird, daB
der Schwerpunkt des Kegelstumpfmantels die Héhe
desselben im Verhiiltnis 2 zu 1 teilt, indem er vom
Scheitel um zwei Drittel der Hohe entfernt ist.

2. Schwerpunkt der Kugelzone. Der Fliichen-
inhalt Z der Kugelzone ergibt sich aus Z=2n f yds, wo

z’+y’=a’

&=

und
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ist. Demnach erhilt man:
Z= 2na/~—‘?iy—’=2an}/a’—y2=2anz,
o' —y

oder, nach Einsetzung der Grenzen:

Z=2an(x; — ),
wo a der Radius der Kugel und z, — z, die Hohe
der Zone ist, ein Resultat, das auch in der elemen-

taren Stereometrie bewiesen wird. Um auch den
Schwerpunkt der Kugelzone zu bestimmen, haben wir:

§-Z=2n f yxds
auszufiihren, wo 2ds nach dem Obigen durch —ady
ersetzt werden kann. Dadurch kommt:
§-Z=—2mafydy=—nay?
oder, nach Einsetzung der Grenzen:
§-Z=an(yl—y),
oder, da y} = a? — 2? und y2 = a? — 23 ist:
E-Z=an(@d—2}).
Dividiert man nun durch das oben fiir Z erhaltene
Resultat, so erhiilt man:
=3 +=).
Der Schwerpunkt jeder Kugelzone ist also der Hal-
bierungspunkt ihrer Hohe, d. h. der Verbindungsstrecke
der beiden Kreiszentren.
3. Schwerpunkt der Paraboloidfliche. Wenn

eine Parabel mit dem Parameter »p um ihre Achse
7*
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rotiert, so beschreibt sie eine Paraboloidfliche, deren
Inhalt bestimmt wird durch:

0= anyds,
wo

]/d 2 dy - Vy2 + »2

ist, so daB wir:

2
0=7:~t~fy}’y2+p2dy
auszufiilhren haben. Fiir das Integral erhdlt man:

1@+ )¢,
so daf der Inhalt der Fliche zwischen y = 0 und
y =y bestimmt wird durch:

2x
0=g, @+ +p .
Beispielsweise setzen wir y = % und erhalten:
2@ (b 25 196
—_— e —pe——pn? —p8) = ————_p2
3p (3’” 9 ) P

so daB der Mantel eines Paraboloides, dessen Grund-
fliche ein Kreis mit dem Radius 4p ist, 42 mal so
grof ist, als die Grundfliche.

Um auch den Schwerpunkt eines solchen Para-
boloidmantels finden zu konnen, haben wir:

2 "/2 2
O.§=2n‘[yzds=2.n/y.g].’..m(jy

P
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auszufiihren, oder:

0-§=I%[y3-1’y’+p’dy

B g S i
= s P

2 2
+ g°(§/—}'p”+y2——p’-}'p2+ y’)
y* p”y’ 2194)
“”2 +y7 ( 15

und, nach Emsetzung der Grenzen 0 bis y:
py* 2pY\ 2=
0-8= W (5+ 15 15)+E'p3‘
Den Abstand & des gesuchten Schwerpunktes vom
Scheitel des Paraboloides erhilt man, wenn man das
soeben fiir O.¢ gefundene Resultat durch das oben
fiir O gefundene dividiert. Als Beispiel wihlen wir
die Paraboloidfliiche, deren Inhalt oben bestimmt ist,
und bei der y=4p, also z=§p war. So erhal-
ten wir:
T b 256 2 2n
O-¢= '3, (81 Pty 5”4 151”)+15”3
(B0 ) 2

= N, R 3
3P \81 Taor 3/ T157°

950 2 1412
. 8 Sy,
N (243 + ) =P 7 1915"
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Dividiert man nun durch das oben gefundene

0 =126p%x, so erhilt man

E=3%-p
fiir den Abstand des Scheitels von dem Schwerpunkte
des Paraboloidmantels, dessen Grundkreis den Ra-
dius 4p hat.

4. Schwerpunkt einer Sphiroidfliche. Wenn
eine Ellipse um ihre kleine Achse b rotiert, so be-
schreibt sie ein Sphiroid. Niherungsweise hat z. B.
die Erdkugel eine sphiroidische Gestalt. Die all-
gemeine Form fiir eine Zone des Sphiiroides ergibt

sich aus Z=2n[zds, wo ds=}dz? + dy? und
ya?dy + zb2dx = 0 zu setzen ist. Man erhiilt:

z.ds = %’.}/anﬂ_ a?b?y? | atyt.

Demnach ist:
2na
Z= b2 -f}'b4+e’y’dy,

wo ¢ den Abstand Ya? — b2 des Zentrums von jedem
der beiden Brennpunkte bedeutet. Nach bekannten
Integralformeln erhalten wir zuniichst durch das all-
gemeine Integral:

N 4
Z= fnb‘: -eo—y}/b4 + ey? + %l(ey + Vot + e@] .

Wenn wir hieraus den Inhalt E der einen Hilfte
des Sphiiroides berechnen wollen, haben wir von dem
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fiir y = b kommenden Werte den fiir y = 0 zu sub-
trahieren. So erhalten wir:

E———- <[ebeb-a+btl(edb + ba) — b*1d?
—na 2+7tb a e-ll’-a

Fiir b = 0, also ¢ = a erhalten wir den Inhalt na?
des Kreises, der den Radius ¢ hat. Um jedoch zu
zeigen, daB der Sphiroidmantel den Halbkugelmantel
ergibt, wenn man b = a und e = 0 setzt, haben wir
vorerst zu untersuchen, was aus:

nb2a a+te
.l

e b
fiir b — a, also ¢ = 0 wird, da zuniichst oo - 0 kommt.
Wir ersetzen deshalb b durch J(a 4 ¢)(a —e). Da-
durch erhalten wir:

we(a? —e?)-a .1 a+e
e a—e

eg)a.-}l(a+e)—«}l(a—e) '

= n(a? —
w(a -
Nun wei8 man aber, da8 l@+2) 2—xl (a —2) fiir
x = 0 denselben Grenzwert haben muf wie
1 1
a+tcz + a—=zx 2a a

2 T2 —2%) a—at
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Deshalb erhalten wir:

1
2 _e?.qg.—.
w(a?—e?)-.a p

Demnach kommt fiir den Inhalt E der einen Hilfte
der Sphiiroidfliiche
E=mna?+ na?=2mna?,
also der Inhalt des Mantels der Halbkugel vom Radius a .
Um nun auch den Abstand 7 des Schwerpunktes
der halben Sphiroidfliche vom Zentrum zu finden,
haben wir:

Z-11=2n[:v-yds-— 2nafy Vot + e2y2dy

auszufithren, wodurch wir erhalten:

2na
Zon = gy G+ ey,

und, wenn wir wieder y = b und y = 0 als Grenzen

nehmen:
2na
3 b2e?

_27ab-(a®—0%) 2mab(a®+ab+0?
T 3(e2—10b) 3(@+0b)
Hieraus folgt, da oben
E=mna?+4

bestimmt ist:

Eeq= 2 (a-b-a?b? — b2. bt

nbla e+a
b

2b(a’+ab+b’)
3(a+b)[ —l——

1]._.
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woraus fiir b = a, also e — 0, nach Riicksicht auf
das Resultat der obigen Grenzuntersuchung, folgt:
6ad a
"=12a2 =2
oder das zuch elementarer beweisbare Resultat, daB
der Schwerpunkt eines Halbkugelmantels vom Zentrum
um die Hilfte des Radius entfernt ist.

5. Schwerpunkt einer Astroidfiiche. Wenn
die Hypozykloide, die man Astroide nennt und die
die Gleichungen =z = a-cos%t und y = a.sin%¢ hat,
um die X-Achse rotiert, so entsteht eine aus zwei
symmetrischen Hilften bestehende Fliche, deren Schwer-
punkt wir bestimmen wollen. Um zuniichst ihren
Inhalt zu berechnen, erhalten wir aus
ds? = dz? 4 dy? = 9 a?sin?f cos?? (sin2¢ 4 cos??) di?,
daB das Bogenelement ds gleich —3 asintcostd? zu
setzen ist, und zwar mit dem negativen Vorzeichen,
weil mit wachsendem z der Wilzungswinkel ¢ ab-
nimmt. Deshalb ergibt sich fiir die Astroidenfliiche:

A=2n[yds =—6na?[sin*tcostdt,
7

wo in den Grenzen 5

bis 0 zu integrieren ist. Dem-

nach erhalten wir:

A=+ga?n. [sin5t]-:-= fam.
Um den gesuchten Abstand & des Schwerpunktes
der Astroidenfliche festzustellen, haben wir
4-E=2anfzyds
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zu berechnen, wofiir wir zuniichst erhalten:

£

0 ]
—6a3n-fsin‘tcos4tdt = +§a3nfsin4(2 tdt.
Ed 0

Wenn wir nun 2¢ = 7 setzen, erhalten wir:

T
3 nab f .
A.{:_T- sintz dz
0
3nab

=5 [—2} cosz sindzr + § cosz sinz ’3‘]:

9n2ql
=128
so daB sich:
F ]

15
£ =256

ergibt, wo o der Radius des Kreises ist, der durch
die vier Spitzen der Astroide hindurchgeht, durch
deren Rotation die behandelte Fliiche entsteht.

-a oder nahezu %a

§ 6. Schwerpunkte von Korpern.

1. Schwerpunkt eines Tetraeders. Von den
vier Dreiecken, welche ein Tetraeder ABCD be-
grenzen, betrachte man 4ABC als Grundfliche und
den Punkt D als gegeniiberliegende Spitze. Da die
Schwerpunkte aller Dreiecke, deren Ebenen der Grund-
fliche ABC parallel sind, auf der geraden Linie
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liegen, die die Spitze D mit dem Schwerpunkte T
von ABC verbindet, so muf auch der Schwerpunkt S
des Tetraedervolumens auf der geraden Linie DT
liegen. Genau so erkennt man, da8 S auch auf der
geraden Linie liegen muB, welche die Ecke A4 mit
dem Schwerpunkte U des Dreiecks BCD verbindet.
Wenn nun F die Mitte der Kante BC ist, so liegt
T auf AE, und zwar so, da8 T4 zwei Drittel und
TE ein Drittel der Transversale AFE ist, wie schon
in § 4, 1 besprochen ist. Ebenso wissen wir, da8
der Schwerpunkt U des Dreiecks BCD auf ED
liegen muB, und zwar so, da UD zwei Drittel, UE
ein Drittel der Transversale DE ist. Demnach er-
kennen wir in der Ebene, die zwischen £4 und ED
gelegt werden kann, da8 T die Transversale EA
ebenso teilt, wie U die Transversale ED teilt, nim-
lich im Verhéltnis 1 zu 2. Demnach ist UT parallel
zu AD und ein Drittel von AD. Hieraus folgt
aber, da8 AU und DT sich im Verh#ltnis 3 zu 1
teilen, so daB also ihr Schnittpunkt S, der Schwer-
punkt des ganzen Tetraeders, die Vetbmdungshme DT
so teilen muB, daB DS drei Viertel, T'S ein Viertel
der ganzen Liinge DT sein muB. Der Schwerpunkt S
eines Tetraeders liegt also auf jeder der vier Ver-
bindungsstrecken einer Ecke mit dem Schwerpunkte
der gegeniiberliegenden Dreiecksfliche und teilt jede
solche Verbindungsstrecke im Verhiiltnis 3 zu 1.
Wenn also % der senkrechte Abstand der Spitze D
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von der Grundfliche ABC ist, so ist der senkrechte
Abstand des Tetraederschwerpunktes S von derselben
Grundfliche 4BC ein Viertel der Hihe k.

2. Schwerpunkt einer beliebigen Pyramide.
Wenn man die Grundfliche g einer beliebigen Pyra-
mide durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt und jede
Diagonale mit der Spitze O der Pyramide verbindet,
so zerfillt die Pyramide in lauter Tetraeder, deren
Schwerpunkte nach dem Schlusse von 1. siimtlich im
Abstande % von der Grundfliche liegen, wenn % die
Hohe, d. h. der Abstand der Spitze O von der Grund-

fliche, bedeutet. In demselben Abstande % von g liegt

also auch der Schwerpunkt S der ganzen Pyramide.
Andererseits muB S auch auf der geraden Linie liegen,
welche die Spitze O mit dem Schwerpunkte 7' der
Grundfliche g verbindet. Der Schwerpunkt S einer
beliebigen Pyramide teilt also die Verbindungs-
strecke OT der Spitze 0 mit dem Schwerpunkte 7
der Grundfliche so, daB ST ein Viertel, SO drei
Viertel von OT ist.

3. Schwerpunkt eines beliebigen Polyeders.
Fiir ein Polyeder, d. h. fiir einen Teil des Raumes,
der von lauter ebenen Polygonen begrenzt wird, kann
der Schwerpunkt in derselben Weise gefunden werden,
wie in § 4 der Schwerpunkt eines beliebigen Poly-
gones gefunden wurde, weil jedes Polyeder in Tetra-
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eder zerlegt werden kann, und zwar immer auf
mehrfache Weise.

4. Schwerpunkt eines beliebigen Obelisken.
Obelisk heit jeder Teil des Raumes, dessen Grenz-
flichen erstens zwei in parallelen Ebenen liegende
p-Ecke sind, deren Seiten paarweise parallel sind,
und zweitens die p-Trapeze sind, deren Grundlinien
die p Paare paralleler Seiten sind. Diese Trapeze
konnen teilweise oder simtlich in Dreiecke ausarten.
Tun sie es siimtlich, so nennt man den Obelisken Pris-
matoid, und zwar ist ein Prismatoid, dessen beide
Parallelfliichen Polygone mit m und mit » Seiten
sind, ein Obelisk mit m 4 n Seitenflichen, die
Dreiecke sind. Schon im V. Abschnitte des ersten
Bandes ist das Volumen eines solchen Obelisken durch
die Hohe und die Inhalte von irgend drei Flichen
ausgedriickt, deren Ebenen parallel den Ebenen der
beiden Grundflichen sind. Wir entnehmen diesem
Abschnitt die Formel (4), welche den Inhalt a einer
beliebigen solchen Parallelfiiche durch die beiden
Grundflichen ¢ und ¢’ und durch die beiden Teile
&-h und &’'-h ausdriiclft, in welche die Hohe 7,
d. h. der senkrechte Abstand der beiden Grundflichen,
durch die Parallelfiiche vom Inhalte ¢ zerlegt wird.
Dabei schreiben wir y statt ¢, o’-h statt o -k und
(1 —2)-h statt a’-h. Dann erhalten wir:

y=(1—2a2.g+a* ¢+ 221 —2)-Vg¢,
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wonach Jgg durch
a o &
taa 22! 3
zu ersetzen ist, wenn @ der Inhalt derjenigen Parallel-
fliche ist, deren Abstéinde von ¢ und von ¢ &-h
und «’+k sind. Es reicht aus, wenn wir dem V. Ab-
schnitte des ersten Bandes nichts weiter entnehmen,
als daS der Inhalt y einer beliebigen Parallelfliiche
eine quadratische Funktion ihres Abstandes z.% von
einer der beiden Grundflichen g ist, néimlich:
y=A.22 4+ B.x+4C,

wo A, B, C drei Koeffizienten sind, die noch un-
bestimmt sind, aber durch welche drei beliebige
Parallelflichen leicht bestimmt werden kénnen. Dem
Usus entsprechend, driicken wir 4, B, C durch die
beiden Grundflichen g und ¢ und durch die Mittel-
fliche m aus, indem wir nacheinander z =0, z =1,
x =} setzen. So erhalten wir:
9=C, ¢g=A+B+4+C, m=A4-}++B-}+40C,
woraus folgt:
A=2g+4+2¢—4m, B=4m—39—¢, C=g.

Das Volumen ¥V des Obelisken erhalten wir nun,
wenn wir die unziihlig vielen unendlich diinnen Scheib-
chen vom Volumen %-y.dz summieren, und zwar
von z =0 bis z=1. So erhalten wir:

V=h.f(Az9+Bz+C')dz
0
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oder:

—hV—=A'§'+B°‘i‘+C’1’

woraus sich die bekannte Formel:

= ot g+m

fiir das Volumen jedes Obelisken ergibt.!)

Das Moment des Schwerpunktes &.V folgt aus
der Summe der unziihlig vielen unendlich kleinen
Momente oder aus:

Veé= h’-fl(Ax’ + Bz 4 C)zdz,
0

woraus fiir die Grenzen 0 bis 1 folgt:
V.
Tt 414B3404.

Hieraus folgt durch Einsetzen der oben gefundenen
Ausdriicke, in denen 4, B, C abhingig von g, ¢, m
dargestellt sind:

VoE=h(g + 4m).

Durch Division erhalten wir endlich fiir den Ab-
stand £ des Schwerpunktes jedes Obelisken von der
Grundfliiche g:

f—p. IE2m
g+9+4m
1) Uber die Ausdehnung dieser Volumenformel auf

allgemeinere Korperformen handelt Abschnitt V in
diesem Bande meiner ,Auslese“.
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Es liegt nahe, auch den Abstand & von der
Mittelfliche mit dem Inhalte 7 zu berechnen. Man

hat zu diesem Zwecke &, = % — & zu setzen und
erhilt:

51 =h. %(y _ 9’) ,

g+9+4m
woraus folgt, daB der Schwerpunkt eines Obelisken
stets in der Mittelfliiche  liegt, wenn seine beiden
Grundflichen g und ¢’ gleichen Inhalt haben, gleich-
viel wie sonst der Obelisk beschaffen sein mag.
Fiir einen Pyramidenstumpf ist

¥m =Yg +V¥)

m=1(9+9+2199)
zu setzen, so daB man fiir den Abstand & des Schwer-
punktes eines Pyramidenstumpfes von der Mittelfliche

erhilt:
=h- i’(y _ 9,) .
9+9+19g
Um hieraus den schon in 2. ermittelten Ab-
stand des Schwerpunktes einer Pyramide von der
Grundfliiche g zu erhalten, hat man nur ¢ =0 zu

oder:

setzen und das erhaltene Resultat % von % zu sub-

trahieren. Da Kegel und Kegelstumpf als Pyramide
und Pyramidenstumpf betrachtet werden kann, so
gelten die obigen Formeln auch fiir diese gewdlbt-
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flichigen Korper. Insbesondere ergibt sich fiir den
Schwerpunkt eines Kegelstumpfes:

ho 12—y

R B

wo £ den Abstand des Schwerpunktes von der Mittel-
fliche, » die H&he, » und +/ die Grundradien be-
deuten.

Da die obigen auf den Obelisken beziiglichen Be-
trachtungen lediglich darauf basiert sind, daB der In-
halt einer den Grundflichen parallelen Schnittfliche
eine quadratische Funktion der Hohe ist, so gelten
die oben abgeleiteten Formeln fiir das Volumen und
die Schwerpunktlage auch bei jedem zwischen zwei
parallelen Ebenen liegenden Teile des Raumes, wenn
nur der Inhalt einer Parallelfliche eine quadratische
Funktion der Hothe derselben ist, wie es z. B. die
Kugelschicht ist, d. h. ein von zwei parallelen Ebenen
begrenzter Teil des Kugelkorpers. Allgemeiner liBt
sich auf solche Weise das Volumen und der Schwer-
punkt fiir jeden zwischen zwei parallelen Ebenen
liegenden Korper ermitteln, bei welchem der Inhalt
einer Parallelfliche eine beliebige ganze Funktion
ihres Abstandes von einer dieser parallelen Ebenen
ist. (Vgl. hier, Abschnitt V.)

5. Schwerpunkt eines Kugelsektors. Aus dem
Inhalt einer Kugelkappe 27 sk, d.h. eines von einem
Kreise begrenzten Teiles der Kugeloberfliche, lilt

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITl. 8
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sich bekanntlich das Volumen eines Kugelsektors ele-
mentar dadurch berechnen, da8 man die Kugelkappe
in unzihlig viele, unendlich kleine Teile zerlegt und
diese als Grundflichen von Pyramiden ansieht, deren
Spitze das Kugelzentrum ist. So erkennt man, da8
man den Inhalt 27xzk der Kugelkappe mit 4.7 zu
multiplizieren hat, um das Volumen des zugehdrigen
Kugelsektors zu erhalten. Dabei bedeutete immer 7
den Kugelradiuc und % die Hthe der Kugelkappe,
d. h. die Hohe desjenigen Kugelsegmentes, welches
ein Teil des Kugelsektors ist. Da nun die Schwer-
punkte der unzihlig vielen, unendlich kleinen Pyra-
miden nach 2. séimtlich um drei Viertel des Ra-
dius vom Zentrum entfernt liegen, so bilden diese
Schwerpunkte eine Kugelkappe, und, da alle Punkte
derselben gleich belastet sind, so muB der Schwer-
punkt dieser Kugelkappe auch der gesuchte Schwer-
punkt des zugehorigen Kugelsektors sein. Da nun
nach 2. in § 5 der Schwerpunkt einer Kugelkappe
der Halbierungspunkt ihrer Hohe ist, also vom Zen-

trum den Abstand r ——g hat, so erhiilt man fiir den
Abstand & des Schwerpunktes eines Kugelsektors:
3 3 3 3
5=z(’—§) =17

Da insbesondere bei einer Halbkugel k= r ist, so
ergibt sich, daB der Schwerpunkt einer Halbkugel
deren Mittelradius im Verhiltnis 3 zu 5 teilt.
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6. Schwerpunkt eines Kugelsegmentes. Da
jedes Kugelsegment Differenz zwischen einem Kugel-
sektor und einem Kegel ist, so 148t sich der Zentral-
abstand & eines Kugelsegmentes am einfachsten durch
Anwendung der Momentgleichung finden, und zwar
beziiglich der Ebene, welche durch das Zentrum par-
allel zu der Ebene des Kreises gelegt werden kann,
der zugleich Basis des Kugelsegmentes und des Kegels
ist. So erhiilt man:

S-nThz(Br— hy=G@r—4gh)-3§r2ah

3 r—h
— 2 r—h)——p2
g r—h-—5—e'n,
wo die schon gefundenen Zentralabstinde eingesetat
sind, ebenso wie die Volumina von Segment, Sektor

und Kegel. Wenn man nun noch durch g hebt

und g2 durch %(2r — h) ersetat, was nach dem Sehnen-
satze richtig ist, so erhilt man:
E-m@Br—h)=@Er—4§h)-2r2h—3(r—h)2-h(2r—h)
=(2r—h)-$-272h—(2r—h)-$(r—h)2-h
=4@r—h)[r*th—(r2—2rh+h?)h]
=3@r—h)h22r—h),
3 (2r—h)?
=T % =
Fiir die Halbkugel, wo % = r ist, ergibt sich hieraus,
wie in 5.: £=§r.

also:

8*
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7. Schwerpunkt einer Kugelschicht. Um den
Zentralabstand des Schwerpunktes einer Kugelschicht
zu finden, d.h. eines von zwei in parallelen Ebenen
liegenden Kreisflichen begrenzten Kugelteiles, ist es
zweckmiifiig, die Radien ¢ und o’ dieser Kreisflichen
einzufithren. Deshalb wollen wir auch schon im Re-
sultat von 6. das Volumen S des Kugelsegmentes

2
einfithren und 27 — & durch % ersetzen. Dann er-
halten wir aus der Formel fiir £ in 6.:

=30

3
oder:
3 gt-mh? ot
Sé=F w3 ~"%
oder:
_ et
T 487

Nach der Momentengleichung erhalten wir nun fiir
das Moment des Schwerpunktes einer Kugelschicht
vom Volumen 4 und mit den Grundradien ¢ und ¢,
wenn £ der Zentralabstand ihres Schwerpunktes ist:

fo4=T0—e"
nh .
und, da A=T(3g’+3g”+h’) ist:

__ 3e—eY
T 2h@et e+ Ay

&
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Das oben auf elementarem Wege gefundene Resultat
fiir das Moment des Schwerpunktes einer Kugelschicht
erscheint bei Anwendung der Integralrechnung in
folgender Weise:
£-4 =fy2n-xda;= n[(r’—x”)a:dw

x? xt

=nrz.-é.—n._4-=%[272(7-2_?/2)_(7-2_?/2)2]

=T +y) =10 —yY.

Wenn wir nun die Grenzen y;, = g, y, = ¢’ einsetzen,
da ¢ der Radius des dem Zentrum niheren Kreises
ist, so erhalten wir:

b Tty Tpa oty — g e
Adef=7 =) — =)= 7" — ),

also das obige Resultat.

8. Schwerpunkt eines Rotationsparaboloids.
Wenn eine Parabel um ihre Achse rotiert, so be-
schreibt sie ein Paraboloid, dessen Volumen zwischen
zwei Parallelschnitten sich ergibt aus:

V=/y2ndm = 2pn-fa;dx,
und, wenn z, und z, die Grenzen sind,
V=pn@i—d).
Das Moment des Schwerpunktes folgt aus:
V.= 2pn-fx3da:
und in denselben Grenzen:

V.§=§pn(x§—x§),
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so daB, nachdem durch z, — 2, gehoben ist, sich
ergibt:
f_2dtnnta
3 mtam

Wenn insbesondere z; = 0 ist, also das Paraboloid iiber
dem Kreise steht, dessen Inhalt %27 ist und zugleich
seinen Scheitel als Spitze hat, kommt V= }yinz,
und &= %x,, so daB ein solches Paraboloid halb so
viel Volumen hat, wie der Zylinder, der dieselbe
Grundfliche y3z und dieselbe Hohe z, hat, und seinen
Schwerpunkt in einem Punkte hat, dessen Abstand
von der Grundfliche zwei Drittel der H&he ist.

9. Schwerpunkt eines Sphéroids, d. h. des
Korpers, der entsteht, wenn eine Ellipse um die kleine
Achse b rotiert. Hier erhalten wir:

V=[a*ndy,
wo z2 = —-(b’ — y?) zu setzen ist, also:
V———f(b”—y’)dy—na’ b’ 3

und nach Einsetzung der Grenzen y, und y,:
a’n
V=W[3b2@l2 —y)— B — %)

Wenn wir nun y, — %, = h setzen, n_sh allein ab-

sondern, so konnen wir in folgender Weise um-
formen:
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zh| 2a?
V=4 _Ga’——z(y§+ysy1+y¥)]
wh[3a?
=% 15 (6% — y3) + (52 Uh)
a?
+ 50— 2%y +y¥)]
h, , a? h?
=5 L31’1+3x§+—bg—

Wenn wir insbesondere b — a setzen, so erhalten
wir das Volumen der Kugelschicht (Nr. 7). Wenn
wir ferner #, =a, 2, =0, h=0> setzen, erhalten
wir die Hilfte des ganzen Sphiiroides, néimlich § a2bx.
Auch das ganze Sphiroid konnen wir aus der fiir
V abgeleiteten Formel erhalten, wenn wir nimlich
2 =0, 2,=0, h=20b setzen. In der Tat ergibt
sich dann 4a%2bmx.

Um den Schwerpunkt einer Sphiroidschicht zu
bestimmen, haben wir:

Ve.q =fx’n-y-dy
auszufithren, oder:

a2
Veg= nf—(“ —y)ydy

ma? (b2y?  yt
= (T Z) 4b2(2b2y2_-”4)’

oder, nach Einsetzung der Grenzen y, und y, :

na® 2 2 2 2
V"7=m(y2—?/1)[2b — v+ il -
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Aus dem oben berechneten Ausdruck fiir ¥ und
diesem Ausdruck fiir ¥.# kénnen wir durch Division
natiirlich den Schwerpunkt jeder beliebigen Sphiiroid-
schicht bestimmen. Wir beschriinken uns jedoch auf
eine der beiden Sphiroidhilften, welche durch den
Kreis getrennt werden, der die grofe Halbachse a der
Ellipse zum Radius hat. Dann haben wir y, =0,
Ys = b zu setzen und erhalten:

wa? 7a?b?

V-o;=1—b—2-b2-(2b2—b2)=
Um % zu erhalten, haben wir dies durch §a2b=z zu
dividieren, wodurch wir  — §b, in Ubereinstimmung
mit 5., wo der Schwerpunkt einer Halbkugel be-
stimmt ist. Wenn eine Ellipse, statt um die kleine
Achse b, um die groBe Achse a rotiert, so ist die
Untersuchung genau dieselbe, nur da immer z und y
sowie @ und b vertauscht erscheinen.




II. Abschnitt.

Die Parabel in der elementaren analy-
tischen Geometrie.

§ 1. Grundlagen.

Die Tangentengleichung der Parabel ist voll-
kommen ausreichend, um viele Eigenschaften der
Parabel abzuleiten, die in den elementaren Biichern
iiber Analytische Geometrie entweder gar nicht oder
mit Hilfsmitteln abgeleitet werden, die zu hoch liegen
oder unnttig kompliziert sind. So ist in der Analy-
tischen Geometrie von Gaudtner der Satz gar nicht
erwihnt, daB auf zwei Parabeltangenten die Schnitt-
punkte von drei anderen proportionale Strecken her-
vorrufen, obwohl dieser Satz einerseits ohne irgend
welche Schwierigkeit aus dem dort erwihnten Satze
hervorgeht, wonach die Ordinate des Schnittpunktes
zweier Tangenten gleich dem arithmetischen Mittel
ihrer Beriihrungspunkte ist, und obwohl dieser Satz
andererseits in der projektiven Geometrie die Defi-
nition der Parabel als des Ortes der Verbindungs-
linien entsprechender Punkte auf zwei projektiv-
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#hnlichen geraden Punktreihen enthilt und deshalb
zu- einer einfachen Erzeugung der Parabel aus vier
beliebigen Tangenten filhrt. Auch ist in der er-
wihnten Analytischen Geometrie von Gaudtner, die
fiir die Theorie der Kegelschnitte wegen der mannig-
fachen Lehrsitze und Aufgaben sonst sehr zu emp-
fehlen ist, die Quadratur eines Parabelsegmentes nur
dadurch bewerkstelligt, da8 die Formel fiir die Summe
der Quadratzahlen von 12 bis #? angewandt werden
mubte, wihrend sich die Quadratur des Parabelseg-
mentes ganz einfach ableiten 148t (§ 3, II), ja sogar,
ohne Benutzung der Formel fiir die Summe der un-
zihlig vielen Glieder einer geometrischen Reihe, deren
konstanter Quotient kleiner als 1 ist.

Nachdem man die Tangentengleichung einer
Parabel
1) yy =pk+z)
abgeleitet hat, wo x;, y, die Koordinaten des Be-
rithrungspunktes sind und p der Parameter der Pa-
rabel ist, wird man aus (1) erkennen, daf fiir y = 0,
2= —z, wird und diese Erkenntnis mit der Defi-
nition der Parabel als des Ortes fiir alle Punkte ver-
binden, die von einem festen Punkte, dem Brenn-
punkte und einer festen Geraden, der Leitlinie, gleiche
Entfernung haben. So gelangt man zu den Rhombus-
eigenschaften der Parabel. Unter Rhombuseigen-
schaften einer Parabel verstehe ich ni#mlich die
Eigenschaften, die damit zusammenhiingen, da8 der
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Brennpunkt, der Beriihrungspunkt jeder Tangente,
ein Punkt der Leitlinie und der Schnittpunkt dieser
Tangente mit der Achse der Parabel die vier Ecken
eines Rhombus sind. Zu diesen Rhombuseigenschaften
einer Parabel gehort u. a. auch die in der Optik
vorkommende Eigenschaft, daB jede Tangente gleiche
Winkel bildet erstens mit der Verbindungslinie ihres
Beriihrungspunktes mit dem Brennpunkte, zweitens
mit der Geraden, die durch den Beriihrungspunkt
parallel der Achse gezogen werden kann.

Nachdem diese auf eine Tangente beziiglichen
Eigenschaften besprochen sind, wird man die auf
zwei Tangenten beziiglichen Eigenschaften etwa in
folgender Art ableiten. Wenn z,, y, bzw. zy, ¥,
die Koordinaten der Beriihrungspunkte zweier Tan-
genten und z;, y; die ihres Schnittpunktes sind, so
gelten die Gleichungen:

@) Y9 =P + %,
®3) Ys Y2 =P%s +P%,
aus denen durch Subtraktion folgt:
4) Ys (4 — %) = P2 — Py -

Nach der Gleichung der Parabel y2 = 2pz ist
die rechte Seite von (4) ersetzbar durch % (v — %%).
Hebt man dann durch y, — y,, so erhiilt man:

(6) B=%U+v).

Diese Formel (5) reicht vollkommen aus, um den
oben erwihnten Satz iiber die Proportionalitit der
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Strecken zu beweisen, die auf zwei Tangenten durch
drei andere hervorgerufen werden, und um die Er-
zeugung der Parabel aus vier gegebenen Tangenten
zu bewerkstelligen. Fiir den Zweck der Quadratur
eines Parabelsegmentes miissen wir jedoch auch die
Abszisse x; des Schnittpunktes zweier Tangenten
durch die Abszissen z; und =z, ihrer Beriihrungs-
punkte ausdriicken. Durch Addition von (2) und (3)
und Benutzung von (5) erhiilt man:

Yo+ v)?=2p7 +pay +p2,,
oder:

1A +v3+2yy,) =2p% +pa, +pa, .

Nun hebt sich 4y} gegen pz, und {43 gegen pz,
wegen der Parabelgleichung, so daB man erhilt:

Y =2p%,
oder, wegen der Parabelgleichung:

Vepx, -Y2pay, = +2px,

oder, gehoben:

(6) Vo z =

Man beachte hierbei das doppelte Vorzeichen, das
sich ergibt, weil aus der Parabelgleichung y =42 pz
folgt. Man erkennt aus der Figur, daB in der Tat
bei (6) beide Vorzeichen zu beriicksichtigen sind, und
daB (6) in Worten genau so lautet:

Die Abszisse des Schnittpunktes zweier
Tangenten ist gleich dem positiven oder ne-
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gativen geometrischen Mittel der Abszissen
ihrer Beriihrungspunkte, und zwar gleich dem
positiven, wenn beide Beriihrungspunkte auf
derselben Hi#lfte der durch den Scheitel ge-
schiedenen beiden Parabelhiélftenliegen, gleich
dem negativen, wenn sie auf verschiedenen
Hilften liegen.

In vielen Biichern iiber Analytische Geometrie
ist die in diesem Satze enthaltene Unterscheidung gar
nicht beachtet.

Das Resultat (5) zeigt, daB der Schnittpunkt
zweier Tangenten dieselbe Ordinate hat wie der Hal-
bierungspunkt der Beriihrungssehne, d. h. der
Strecke zwischen den Beriihrungspunkten. Denn die
Koordinaten z,, y, des Halbierungspunktes dieser Be-
rilhrungssehne sind ja die arithmetischen Mittel der
entsprechenden Koordinaten der beiden Beriihrungs-
punkte, oder:

) 7y =4 + ),
®) Yo=%+0+ ).

Aus (5) und (8) folgt, daB die Verbindungslinie
des Schnittpunktes der beiden Tangenten mit dem
Halbierungspunkte der Beriihrungssehne der Parabel-
achse parallel ist. Hiernach muf die Ordinate y;
des Schnittpunktes dieser Verbindungslinie mit der
Parabel auch gleich }(y; + v,) sein. Um also auch
die Abszisse x; dieses Schnittpunktes zu erhalten, hat
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man in die Parabelgleichung y = 4 (y; + ¥,) zu setzen.
Man erhilt also:

B +9)=2pz,

oder:
$px +4p2, + 3y =2pa;,
oder:
tpz 4+ ipz + LY2pa, -V2pa, = 2pay,
oder:
Y 4+ z) £V 2 =27,
oder:

Tyt By = 25 .

Da nun der Schnittpunkt der Tangenten immer
auBerhalb der Parabel, der Halbierungspunkt der Be-
rithrungssehne innerhalb der Parabel liegt, so ist nur
das Pluszeichen moglich, und wir erhalten den Satz:

Die Parabel halbiert die Verbindungs-
strecke zwischen dem Schnittpunkte zweier
Tangenten und dem Halbierungspunkte der
zugehdrigen Beriihrungssehne.

DaB dabei auch die Tangente, gezogen im Parabel-
schnittpunkte dieser Verbindungsstrecke, der Beriih-
rungssehne parallel wird, folgt daraus, daB beide
denselben Richtungskoeffizienten haben. Denn der

Richtungskoeffizient der Beriihrungssehne N gy
nach der Parabelgleichung gleich: nTh
2p
Yty
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wofiir, wie oben erkannt ist, auch
p

%
gesetzt werden kann. Dieser Quotient ist aber auch
der Richtungskoeffizient der Tangente in dem er-

4

2
Fig. 14.

wihnten Parabelschnittpunkte, weil die Gleichung der
letzteren

yys =p (@ + %)
lautet. Hiernach muf die Tangente im Parabelschnitt-
punkte auch die beiden Strecken halbieren, welche
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auf den beiden Tangenten durch deren Schnittpunkt
und durch deren Beriihrungspunkte begrenzt werden.

Aus zwei Parabeltangenten mit den Be-
rithrungspunkten 4 und B und dem Schnitt-
punkte O erhiélt man also eine dritte Tangente,
indem man den Halbierungspunkt 4’ von 04
und den Halbierungspunkt B’ von OB ver-
bindet. Der Halbierungspunkt C von A’B’ ist
der Beriihrungspunkt der dritten Tangente.
(Fig. 14).

§ 2. Erzeugung der Parabel aus vier Tangenten.

Wenn (Fig. 15) zwei Tangenten mit den Beriihrungs-
punkten 4 und B, die sich in O schneiden, von drei
Tangenten mit den Beriihrungspunkten C, D, E ge-
schnitten werden und die Ordinaten der sechs Schnitt-

punkte bzw.: .
Cas das €a; Cbs by €

heiBen, wihrend die Ordinaten der Beriihrungspunkte
A, B, C, D, E bzw.:
a,b; e,d,e

heifen, so miissen nach dem in § 1 bewiesenen Satze,
wonach die Ordinate des Schnittpunktes zweier Tan-
genten das arithmetische Mittel der Ordinaten ihrer
Beriihrungspunkte ist, die folgenden Gleichungen statt-
finden:

2¢; =a+c 2¢ =b-+c¢

{ 2d,,=a+d} und { 2d,,=b+d}.
2¢, =a-+e 2¢=b+¢



- 129 —

Aus diesen Gleichungen folgt aber:
2¢,—2dyg=c—d=2¢,—24d,
¢, — 26, =c—e=2¢—2d, |’

A

Fig. 15.

oder:

(1)

ea—d, c¢,—dy

Ca—e€ Ch—6

Nun sind aber einerseits die drei Ordinaten ¢, ,
d,, e,, andererseits auch ¢;, d;, ¢, parallele Strahlen.
Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITI. 9
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auf den beiden Tangenten durch deren Schnittpunkt
und durch deren Beriihrungspunkte begrenzt werden-

Aus zwei Parabeltangenten mit den Be-
riihrungspunkten 4 und B und dem Schnitt-
punkte O erhiélt man also eine dritte Tangente,
indem man den Halbierungspunkt 4’ von 04
und den Halbierungspunkt B’ von OB ver-
bindet. Der Halbierungspunkt C von 4’B’ ist
der Beriihrungspunkt der dritten Tangente.
(Fig. 14).

§ 2. Erzeugung der Parabel aus vier Tangenten.

Wenn (Fig. 15) zwei Tangenten mit den Beriihrungs-
punkten 4 und B, die sich in O schneiden, von drei
Tangenten mit den Beriihrungspunkten C, D, E ge-
schnitten werden und die Ordinaten der sechs Schnitt-

unkte bzw.:
p Ca) da, €a; ©Cpb, db, €p

heiBen, wihrend die Ordinaten der Beriihrungspunkte
A, B, C, D, E bzw.:
a,b; ec,d,e

heiBen, so miissen nach dem in § 1 bewiesenen Satze,
wonach die Ordinate des Schnittpunktes zweier Tan-
genten das arithmetische Mittel der Ordinaten ihrer
Berithrungspunkte ist, die folgenden Gleichungen statt-
finden:

2¢; =a+4c 2¢ =b+tc

{ 2da=a+d} und { 2d,,=b+d}.
2¢;, =a+e¢ 2¢=0b+4c¢



— 129 —
Aus diesen Gleichungen folgt aber:

2¢;—2dg=c—d=2¢,—24d,
20, —2¢ =¢c—e=2¢c—2dy |’

A

Fig. 15.
oder:
(1) ca-—d,,_ob——d,,
Ca—6€ Ch— €

Nun sind aber einerseits die drei Ordinaten c,,

ds, e;, andererseits auch c;, d;, ¢, parallele Strahlen.
Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL. 9
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Deshalb kann man die Gleichung (1) nach den
Proportionallehrsiitzen ersetzen durch:

CaD, GCyDy

@ CGE GE’

womit bewiesen ist, da8 auf den beiden zugrunde ge-
legten Tangenten OA4 und OB die drei anderen
Tangenten mit den Beriihrungspunkten C, D, E pro-
portionale Abschnitte hervorrufen. Wenn einer der
Schnittpunkte, etwa E,, mit dem Beriihrungspunkte A
zusammenfillt, so muB der zugehorige Schnittpunkt £,
mit O zusammenfallen und umgekehrt, wenn E, in O
fillt, mu8 E, in den Beriihrungspunkt B fallen.

Die soeben bewiesene Eigenschaft der Parabel
fiihrt auch zu einer eleganten Erzeugung der Parabel,
falls von ihr als gegeben vorliegen:

1. vier Tangenten;

2. drei Tangenten und einer ihrer drei Beriihrungs-

punkte;

3. zwei Tangenten und deren beide Beriihrungs-

punkte.

Um z. B. die Parabel im dritten dieser drei Fille
zu erzeugen, tut man am besten, von den Tangenten
04 und OB auszugehen und sowohl 04, als auch
OB in n gleiche Teile zu teilen. Jede Verbindungs-
linie zweier Teilpunkte ergibt dann eine der gesuchten
Parabeltangenten, wenn der eine Schnittpunkt der
t-te von 4 aus ist und der andere der i-te von O
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aus ist, oder umgekehrt, der eine der i-te von O aus,
der andere der i-te von B aus. (Vgl Fig. 16).

Fig. 16.

§ 3. Die Quadratur eines beliebigen Parabel-
segmentes.

Ein Parabelsegment wird von dem zwischen
zwei Punkten 4 und B liegenden Parabelbogen und
der Strecke 4B, der Parabelsehne, begrenzt. Wenn
man die Tangenten in 4 und B zeichnet, die sich in
O schneiden, so erscheint das Dreieck OAB, das
Grunddreieck heiBen soll, durch die Parabel in
zwei Gebiete zerlegt, das Parabelsegment und das
von den beiden Tangenten und dem Parabelbogen
begrenzte Gebiet, das wir AufSengebiet nennen

9*
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wollen. Nach dem SchluBsatze von § 1 ist die Ver-
bindungsstrecke der Halbierungspunkte 4’ und B’
von O4 und OB eine dritte Tangente der Parabel,
deren Beriihrungspunkt C auch 4'B’ halbiert. So
wird von dem AuBengebiete ein Dreieck OA’B’ ab-
geschnitten, das wir AuBendreieck nennen wollen, und
dessen Inhalt ein Viertel vom Inhalte OAB des zu-
gehorigen Grunddreiecks ist. Verbindet man noch
den Beriihrungspunkt C' der dritten Tangente mit 4
und mit B, so wird auch vom Segmente ein Dreieck C4 B
abgeschnitten, dessen Inhalt die Hilfte vom Inhalte
des Grunddreiecks O A B ist. Denn dieses Dreieck CA B,
das wir Innendreieck nennen wollen, hat mit dem
Grunddreieck O 4B die Seite AB gemein, wihrend
die zugehorigen Hohen sich wie 1 zu 2 verhalten,
weil OC die Hilfte der Strecke von O bis zum
Halbierungspunkte der Sehne 4B ist. Demnach ge-
htéren zu jedem Grunddreieck OAB ein AuBen-
dreieck O4’B’ und ein Innendreieck C4B, deren
Inhalte sich wie 1 zu 2 verhalten, indem OA4’B’ ein
Viertel, CAB die Hilfte vom Grunddreieck OA4 B ist.
(Vgl. Fig. 17)) Das restierende vierte Viertel dieses
Grunddreiecks, das wir Restgebiet nennen wollen,
besteht aus einem Teile des AuBengebietes und einem
Teile des Parabelsegmentes. Dieses Restgebiet besteht
ferner dus zwei Dreiecken 4’CA4A und B'CB, die
wiederum Grunddreiecke sind, und auf deren jedes
die obigen Betrachtungen anwendbar sind. So erzeugt
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ein Grunddreieck OAB zwei abgeleitete neue
Grunddreiecke 4’CA und B'CB, und in jedem von
diesen liegt wieder ein Auflendreieck und ein Innen-
dreieck, deren Inhalte sich wie 1 zu 2 verhalten.

Fig. 17.

Da auch jedes von diesen zwei Grunddreiecken zu
zweli neuen Grunddreiecken fiihrt usw., so erhalten
wir 2p abgeleitete Grunddreiecke p-ter Stufe, in
deren jedem ein AuBendreieck und ein Innendreieck
liegen, deren Inhalte sich wie 1 zu 2 verhalten, wo
p eine beliebig grofe ganze Zahl ist. Also muB auch
die bis zu einem beliebigen p fortgesetzte Summe
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aller AuBendreiecke sich zu der bis zu demselben p
fortgesetzten Summe aller Innendreiecke wie 1 zu 2
verhalten. Die Summe aller so erzeugten AuSBen-
dreiecke ergibt aber das ganze AuBengebiet und
die Summe aller Innendreiecke das Parabelsegment.
Demnach mu8 in jedem von zwei Tangenten einer
Parabel und der Verbindungslinie ihrer Beriihrungs-
punkte begrenzten Grunddreieck der Inhalt des
AuBengebietes sich zum Inhalte des Parabelsegmentes
verhalten wie 1 zu 2. Demnach betriigt der Inhalt
eines Parabelsegmentes zwei Drittel vom Inhalte
des zugehorigen Grunddreiecks. Um daher den
Inhalt eines Parabelsegmentes in ein Quadrat zu
verwandeln, hat man nur in den Endpunkten der be-
grenzenden Parabelsehne 4 B die Tangenten zu ziehen,
die sich in O schneiden, durch Drittelung von 4B
ein Dreieck abzuschneiden, das zwei Drittel des
Dreiecks O 4B ist und das so entstandene Dreieck
in ein Quadrat zu verwandeln.

Nachdem einmal erkannt ist, da8 das Parabel-
segment zwei Drittel des Dreiecks OAB ist, lassen
sich leicht viele andere Konstruktionen ableiten. So
kann man zwei Drittel von O4AB auch dadurch er-
halten, da8 man durch 4 und B Parallele mit OC,
d. h. mit der Parabelachse, zieht, auf diesen Parallelen
zwei Drittel von OC abschneidet. Man hat dann, um ein
dem Parabelsegment flichengleiches Quadrat zu er-
halten, das entstandene Parallelogramm in ein Quadrat
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zu verwandeln. Diese Konstruktion fithrt auch leicht
zu der bekannten Formel, welche das Parabelsegment
durch die Ordinaten y, und y, der begrenzenden
Parabelpunkte 4 und B und den Parameter p der
Parabel ausdriickt, nimlich:

(h —vs)®
12p

.



III. Abschnitt.

Das Snelliussche Brechungsgesetz.

Das Fermatsche Prinzip, nach welchem in der
Natur die Ver#inderungen so vor sich gehen, da8 die
dabei geleistete Arbeit moglichst klein sei, ist im
Einklang mit dem Reflexionsgesetze. Denn nach
diesem muB ein Lichtstrahl, der die Trennungsschicht
aweier Medien trifft, so zuriickgeworfen werden, daB
erstens das Einfallslot, d. h. das Lot, errichtet auf
der Trennungsschicht in dem Punkte, wo sie von dem
Lichtstrahle getroffen wird, mit dem ankommenden
Strahle und dem reflektierten Strahle in einer und
derselben Ebene liegt und da8 zweitens das Einfallslot
mit dem reflektierten Strahle denselben Winkel bildet
wie mit dem ankommenden Strahle. Indem der
Lichtstrahl dieses Reflexionsgesetz befolgt, macht er
in der Tat einen kiirzeren Weg als ein Lichtstrahl,
der denselben Ausgangspunkt und denselben Zielpunkt
hat, wie der erste, dabei aber die Trennungsschicht
in einem anderen Punkte trifft, als der Lichtstrahl,
der das Reflexionsgesetz befolgt. Man kann dies
leicht aus dem geometrischen Axiom ableiten, nach
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welchem die Summe der Strecken 4B - BA’ kiirzer
ist, wenn B auf der geraden Verbindungsstrecke
zwischen 4 und 4’ liegt, als wenn B auBerhalb dieser
Strecke liegt.

Auch vom Snelliusschen Brechungsgesetze,
welches sich auf den Eintritt eines Lichtstrahles aus
einem ersten Medium in ein zweites Medium bezieht,
148t sich leicht nachweisen, daf es mit dem Fermat-

Fig. 18. 4
schen Prinzip in Einklang ist. Nach diesem
Brechungsgesetz muB ein Lichtstrahl aus einem ersten
Medium in ein zweites so eintreten, da8 erstens
wiederum das Einfallslot mit dem Lichtstrahle im
zweiten Medium in derselben Ebene liegt, wie mit
dem Lichtstrahle im ersten Medium und da8 zweitens
die Sinusse der beiden Winkel, die dabei mit dem
Einfallslote im ersten Medium und im zweiten Medium
gebildet werden, sich verhalten wie die Geschwindig-
keiten, mit denen der Lichtstrahl die beiden Medien
durcheilt. Sind also (vgl. Fig. 18) &« und «’ die
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beiden genannten Winkel, » und +* die entsprechenden
Geschwindigkeiten des Lichtes in den beiden Medien,
so soll nach dem Brechungsgesetze:

sine v
@) sina’ ¥
sein.

Es 4Bt sich nun ganz elementar nachweisen, da8
der Lichtstrahl, der von 4 nach 4’ gelangt, indem
er, das Brechungsgesetz befolgend, die Trennungs-
schicht im Punkte B durchbricht, weniger Zeit dazu
braucht, als wenn er die Trennungsschicht in einem
anderen Punkte D durchbricht. Um dieses zu be-
weisen, errichten wir in 4 auf 4B das Lot, das die
Trennungsschicht im Punkte C trifft, und in A4’ auf
A’B das Lot, das die Trennungsschicht im Punkte C’
trifft. Dann ist auch der Winkel ACB =« und
A’'C'B=«'. Es ist nun nachzuweisen, da8 unter
Voraussetzung der Gleichung (1) die Zeitdauer, die
der Lichtstrahl zam Wege 4 BA’ braucht, kleiner ist,
als die Zeitdauer, die ein Lichtstrahl zum Wege 4D A’
brauchen wiirde. Dabei erinnere man sich, da8 die
Zeitdauer, die ein Lichtstrahl zu einem Wege braucht,
gleich dem Verhiltnis dieses Weges zu der Ge-
schwindigkeit ist, mit der er diesen Weg durchléuft.
Wenn wir demgem#8:

AB BA
(2 T=T+ 7
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und:

AD DA

setzen, so ist nachzuweisen, da v <t? ist. Die dabei
vorausgesetzte Gleichung (1) schreiben wir so:

sinx  sinx’

so daB wir also fiir das in beiden Medien iiberein-
stimmende Verhiltnis des Sinus des Einfallswinkels
zur Geschwindigkeit die Abkiirzung w einfithren.
Dadurch kommt aus (2):

AB-w A BAw
() t= sin sinx’
oder, da BAC und BA’C rechte Winkel sind:
(6) t=w-(CB+ BC)=w-CC’'=w(CD+ DC).
Andererseits erhalten wir auch:

4D ’
Q) t=w(—, {)A,).
Sin sin &

Wenden wir nun den trigonometrischen Satz an,
daB durch Division einer Sehne durch den Sinus des
gegeniiberliegenden Peripheriewinkels der Durchmesser
des Kreises entsteht, dem die Sehne angehort, so
ergibt sich aus (7):

(8) t=w (d +d),
wo d den Durchmesser des Umkreises um A4DC,
d’ den Durchmesser des Umkreises um 4’D’'C bedeutet.
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Wenn wir mit dieser Gleichung die Gleichung (6)
vergleichen, nach welcher z = w (CD + D(") ist, und
dabei beachten, da8 CD als Sehne kleiner ist als der
zugehtrige Durchmesser d, und da8 D(’ ebenso
kleiner ist als d’, so erkennen wir, da8

<t
ist, was bewiesen werden sollte.



IV. Abschnitt.

Der Parallelkantner und die allgemeine
Volumenbestimmung,.

§ 1. Einleitendes.

Vom geraden Prisma aus kann man in zwei Ver-
allgemeinerungsrichtungen zu allgemeineren Polyedern
gelangen, deren Volumen sich leicht bestimmen lit.
Von diesen Richtungen pflegt man in der elementaren
Stereometrie gewthnlich nur diejenige einzuschlagen,
welche iiber den Pyramidenstumpf zum Obelisken
oder zum Prismatoid fiihrt, das als ein Obelisk auf-
gefaBt werden kann, bei welchem die Seitenflichen,
die im allgemeinen Trapeze sind, séimtlich zu Drei-
ecken spezialisiert sind. In dieser Verallgemeinerungs-
richtung hat man den Seitenkanten des geraden Prismas
eine allgemeinere Lage gegeben, aber die Parallelitiit
der beiden Grundflichen des geraden Prismas fest-
gehalten. In der anderen Verallgemeinerungsrichtung,
die hier besprochen werden soll, gibt man den beiden
Grundflichen eine allgemeinere Lage, hilt aber die
Parallelitit der Seitenkanten fest. Das allgemeinste
Polyeder, auf das man in dieser Verallgemeinerungs-
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richtung kommt, ist also ein prismatischer Raum, der
von n Ebenen begrenzt wird, die sich, der Reihe
nach, in 7z parallelen Kanten schneiden und von zwei
beliebig liegenden Ebenen, auf denen die » parallelen
Kanten die Eckpunkte zweier n-Ecke bestimmen, die
man Grundflichen nennen wird. Das so entstehende
Polyeder, das wir passend Parallelkantner nennen
wollen, wird also, ebenso wie der Obelisk, von
n + 2 Flichen begrenzt, niimlich zwei Grundflichen,
die n-Ecke sind und #» Seitenflichen, die Trapeze
sind. Wiahrend aber beim Obelisken die Grund-
linien der n» Trapeze die Seiten der 7n-Ecke sind,
so sind beim Parallelkantner die Schenkel der
n Trapeze die Seiten der n-Ecke, wihrend die
n Grundlinien der n Trapeze alle einander parallel
sind.

Auch beziiglich der Bestimmungszahl?l), d. h.
der Anzahl der im allgemeinen zur Konstruktion er-
forderlichen einfachen Bedingungen, unterscheiden sich
die beiden Verallgemeinerungen des geraden Prismas
sehr wesentlich. Wenn die Lage mit zu bestimmen
ist, so ist der Obelisk durch die » Ebenen bestimmt,
in denen die » Seitenflichen liegen sollen und durch
das Paar paralleler Ebenen, in denen die Grund-
flichen liegen sollen. Seine Bestimmungszahl ist
deshalb

¢c=3n+3-2—2=3n+44.

1) Vgl. in dieser ,,Auslese”, Band I, Abschnitt VIII.
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Der Parallelkantner hingegen ist bestimmt, wenn
von ihm die Lage der n parallelen Kanten und die
Lage der beiden Ebenen bestimmt ist, in denen die
Grundflichen liegen. Da ein Strahl im Raume durch
vier einfache Bedingungen bestimmt und zur Be-
stimmung eines Strahles, der eine vorgeschriebene
Richtung hat, zwei weitere einfache Bedingungen er-
forderlich sind, so sind

442 —1)=2n+42
einfache Bedingungen erforderlich, um die Lage der
n parallelen Strahlen festzustellen. Zur Bestimmung
des Parallelkantners treten dann noch die zweimal
drei Bedingungen hinzu, durch welche die Ebenen
bestimmt sind, in denen die Grundflichen liegen, so
da8 sich fiir die Bestimmungszahl ¢’ des Parallel-
kantners ergibt:
¢’=2n+48.

Da nun ein von zwei n-Ecken, n Vierecken,
2n Ecken und 37 Kanten begrenztes Polyeder im
allgemeinen die Bestimmungszahl 3% + 61) hat, so
ist der Obelisk eine zweistufige Spezialisierung, der
Parallelkantner hingegen eine (n — 2)-stufige Speziali-
sierung dieses allgemeinen Polyeders.

‘Wihrend bei der Verallgemeinerungsrichtung, die
vom Prisma zum Obelisken fithrt, und bei der die
Parallelitit der Ebenen der beiden Grundflichen fest-

) Vgl in dieser ,Auslese’, Band I, Abschnitt VIII.
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gehalten wird, der Abstand derselben, die man Héhe
nennt, in allen Volumenformeln als der eine Faktor
bleibt, so bleibt in der zweiten Verallgemeinerungs-
richtung, die vom geraden Prisma zum Parallelkantner
fiihrt, der Inhalt des Polygons bestehen, das auf einer
Ebene, welche die n Kanten senkrecht schneidet, durch
die Schnittpunkte mit diesen » Kanten gebildet wird.
Der konstante Inhalt aller solcher Polygone, die auf
den die » Kanten senkrecht scheidenden Ebenen ent-
stehen, soll Normalschnitt des Parallelkantners
heifen. Im folgenden wird nun gezeigt, daf das
Volumen jedes Parallelkantners gleich dem Produkte
des Normalschnittes mit der Strecke ist,
welche die Schwerpunkte der beiden Grund-
flichen verbindet und zugleich parallel der » Kanten
des Parallelkantners sein mus§.

§ 2. Volumen des dreikantigen

schief abgeschnittenen geraden Prismas.

Wenn man den Raum zwischen drei einander paral-
lelen Strahlen durch eine sie senkrecht schneidende
Ebene und eine sie schief schneidende Ebene abgrenzt,
so entsteht der Korper, dessen Volumen wir be-
stimmen wollen. Die senkrecht schneidende Ebene
moge die drei Strahlen in 4, B, C und die schief
schneidene Ebene entsprechend in 4/, B', ¢’ schneiden.
Dann wird der Korper von zwei Dreiecken 4 BC und
A’'B’C’, sowie von drei Trapezen 4 BA’B’, BCB'C,
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CAC’A" begrenzt. Die auf den drei Strahlen durch
den Schnitt mit den beiden Ebenen entstehenden
drei Strecken 44’, BB, CC’ migen beziehungsweise
a,b,c heiBen. AA’=a sei die kleinste der drei
Strecken. Legt man nun durch 4’ eine Ebene, die
parallel mit der Ebene ABC geht und BB in
B”, CC’ in C” schneidet, so zerfillt unser Korper
in ein gerades dreikantiges Prisma ABC 4’'B”(C”,
dessen Grundfliche das Dreieck ABC und dessen
Hohe o ist, und in einen Restkorper, dessen fiinf
Ecken 4, B, C’, A”, B” sind. Dieser Restkorper ist
nun eine Pyramide, deren Grundfliche das Trapez
B'B’C”(C’ ist und dessen Spitze 4’ ist. Die paral-
lelen Seiten dieses Trapezes sind b — @ und ¢ — a,
ihr Abstand sei p, wihrend die Hohe der Pyramide
das Lot ist, das von A4 auf die Ebene zwischen BB
und CC’ gefillt werden kann und 4 heifen mige,
8o daB das Volumen des Restkorpers ist:

h (b—a)—l—(c—a)
El 2 =020,

Zu diesem Volumen ist noch das Volumen des
geraden dreikantigen Prismas zu addieren, um das
gesuchte Volumen des schief abgeschnitten dreikantigen
geraden Prismas zu erhalten. Der Inhalt der Grund-
fliche 4 BC des geraden dreikantigen Prismas ist aber
das halbe Produkt der Strecke BC mit dem Lote,
gefillt von 4 auf BC. Da BB’ und CC’ immer

Sechubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITI. 10
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denselben Abstand haben, so ist BC gleich der
Strecke, die oben p genannt ist, wihrend das Lot,
gefillt von 4 auf BC, mit dem oben % genannten
Lote von A auf die Ebene zwischen BB’ und CC’
iibereinstimmt. Da ferner die H6he des geraden drei-
kantigen Prismas ABC(C'B’4’ a ist, so erhalten wir
fiir dessen Volumen

ph

2

Demnach ergibt sich fiir das Volumen V des

schief abgeschnittenen geraden Prismas:

h h b

°a.

V=-.

Nun ist aber T der Inhalt des Dreiecks, das

durch eine Ebene entsteht, die die drei parallelen
Kanten senkrecht schneidet, so da8 wir das bekannte
Resultat erhalten:

Das Volumen des schief abgeschnittenen
dreikantigen geraden Prismas ist gleich dem
Produkte des Dreiecks, das durch einen senk-
rechten Schnitt entsteht, mit dem arithme-
tischen Mittel der Lingen der drei parallelen
Kanten.

Diesem Resultate liB8t sich noch eine fiir weitere
Folgerungen wichtige andere Form geben. Ist
némlich I’ die Mitte von B'C’, D die Mitte von BC,
so ist DIV = 4 (BB + CC") = 4 (b 4+ ¢). Der Schwer-



— 147 —

punkt S” des Dreiecks .4’B’'C” liegt nun auf 4’D’, und
zwar A’DY im Verhdltnis 2 zu 1 teilend. Genau so
liegt der Schwerpunkt S des Dreiecks ABC auf 4D,
so daB

SS8=4%.- A4+ %-DD
=4a+4-$0+o)=4@+b+0

ist. Da iiberdies S’S senkrecht auf der Ebene des
Dreiecks 4 BC sein mu$, so konnen wir dem oben aus-
gesprochenen Resultate auch die folgende Form geben:

Das Volumen des schief abgeschnittenen
dreikantigen geraden Prismas ist gleich dem
Produkte des Dreiecks, das durch einen senk-
rechten Schnitt entsteht, mit dem Lote, gefillt
von dem Schwerpunkte des durch den schiefen
Schnitt entstehenden Dreiecks auf die Ebene
des senkrechten Schnittes.

Hat man nun allgemeiner drei parallele Kanten,
deren Verbindungsebenen und auBerdem zwei die pa-
rallelen Kanten beliebig schneidende Ebenen, so be-
grenzen die fiinf Ebenen einen Fiinfflichner, dessen
Volumen sich nach dem Obigen auch leicht bestimmen
148t, weil er als die Summe oder die Differenz zweier
Fiinfflichner von der soeben betrachteten Art auf-
gefaBt werden kann. Demnach erhalten wir den Satz:

Ein Fiinfflichner, von dessen neun Kanten
drei einander parallel sind, hat als Volumen
das Produkt, das man erhilt, wenn man den

10*
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Inhalt eines durch eine die drei parallelen
Kanten senkrecht schneidende Ebene ent-
stehenden Dreiecks mit dem Abstande der
Schwerpunkte der beiden den Fiinfflichner
begrenzenden Dreiecke multipliziert.

Man beachte, da8 der Fiinfflichner, dessen Vo-
lumen soeben bestimmt ist, wegen der Parallelitit
von dreien seiner neun Kanten, kein ganz allgemeiner
ist, aber doch nur um eine Stufe spezieller ist, als
der allgemeine. Denn seine Konstantenzahl ist .acht,
wihrend der allgemeine Fiinfflichner die Konstanten-
zahl neun besitzt (vgl. hieriiber diese Auslese, Bd. I,
Abschnitt VIII). Bekanntlich gibt es beziiglich der
begrenzenden Polygone zwei Arten von Fiinfflichnern,
solche, die, wie der soeben betrachtete, von drei Vier-
ecken und zwei Dreiecken begrenzt werden, und
solche, die von einem Viereck und vier Dreiecken
begrenzt werden. Die letztgenannte Art ist deshalb
spezieller, weil bei ihr nicht neun, sondern nur acht
Grenzkanten vorhanden sind und demnach die Kon-
stantenzahl nicht neun, sondern acht ist. Sie ist
nichts anderes als eine iiber dem Viereck stehende
Pyramide. Dieselbe wird zu einem Fiinfflichner von
der oben betrachteten Art, wenn das Viereck speziell
zu einem Trapez wird. Umgekehrt entsteht diese
Pyramide mit der Konstantenzahl sieben aus unserem
oben betrachteten Fiinfflichner, wenn eine der drei
parallelen Kanten die Liénge Null erhilt.
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§ 3. Volumen des allgemeinen Parallelkantners.

Eine Ebene, die zwei einander parallelen Kanten
parallel ist, muB nach den Proportionallehrsitzen jede
Strecke, die zwei Punkte der parallelen Kanten ver-
bindet, nach konstantem Verhiiltnis teilen. Hiervon
ist schon in § 2 Gebrauch gemacht, um zu erkennen,
daB die Verbindungslinie der Schwerpunkte zweier
Dreiecke, deren Ecken einem Tripel paralleler Kanten
angehoren, diesen Kanten parallel ist. Jedem Tripel
paralleler Kanten gehdrt also eine diesen Kanten
parallele Schwerpunktsgerade zu, insofern, als sie
der Ort fiir die Schwerpunkte aller Dreiecke ist, deren
Ecken die Schnittpunkte der drei parallelen Kanten
mit einer beliebigen Ebene des Raumes sind. Ins-
besondere gehtren zu diesen Dreiecken auch die, deren
Ebenen das Kantentripel senkrecht schneiden, und die
wir, in Ubereinstimmung mit § 1, Normalschnitte
nennen wollen. Hat man nun eine Gruppe von vier
einander parallelen Kanten, so beachte man, daf der
Schwerpunkt eines Vierecks auf der Verbindungs-
strecke der Schwerpunkte der beiden Dreiecke liegt,
in welche das Viereck durch eine Diagonale zerlegt
wird, und zwar teilt der Schwerpunkt diese Strecke
im umgekehrten Verhiltnisse der Inhalte dieser Drei-
ecke. Deshalb muB es nach den Proportionallehrsiitzen
auch bei vier parallelen Kanten eine ihnen parallele
Schwerpunktsgerade geben, die der Ort fiir die Schwer-
punkte aller Vierecke ist, deren Ecken entstehen,



— 150 —

wenn die vier parallelen Kanten von einer beliebigen
Ebene geschnitten werden. Beachtet man nun noch
die in Abschnitt I dieses Bandes bewiesene Mo-
mentengleichung, indem man eine beliebige Nor-
malschnittebene als die Ebene betrachtet, auf welche
die Momente bezogen werden, so erhilt man den
Satz:

Fiir einen Sechsflichner, der aus vier pa-
rallelen Strahlen dadurch entsteht, daf man
erstens viermal zwei von ihnen durch eine
Ebene verbindet, daB man zweitens eine Ebene
senkrecht zu den vier Strahlen legt, und da8
man drittens eine ganz beliebige Ebene die
vier Strahlen schneiden li8t, erhilt man das
Volumen, indem man den Inhalt des Normal-
schnittes, d. h. des Vierecks, das auf der senk-
recht schneidenden Ebene entsteht, mit dem
Lote multipliziert, das vom Schwerpunkte des
auf der schief schneidenden Ebene ent-
standenen Vierecks auf die Ebene des Normal-
schnittes gefillt werden kann.

Die Ubertragung auf einen Sechsflichner, der in
derselben Weise entsteht, wenn zwei Ebenen die vier
Strahlen beide schief schneiden, geschieht wieder
durch Addition oder Subtraktion; immer aber be-
achte man, daB der Schwerpunktsabstand mit dem
Inhalte eines Normalschnittes zu multiplizieren ist,
d. h. eines Vierecks, dessen Ecken die Schnittpunkte
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der vier Strahlen mit einer Ebene sind, die die vier
Strahlen senkrecht trifft.

Genau so wie in Abschnitt I dieses Bandes die
Schwerpunktsbestimmung vom Viereck auf das Fiinfeck
und auf das allgemeine n-Eck iibertragen werden
konnte, so konnen wir auch unsere Volumenbestimmung
auf das durch fiinf oder n parallele Kanten erzeugte
Polyeder iibertragen.

Man erhiilt also das Volumen eines all-
gemeinen Parallelkantners, der von n Tra-
pezen begrenzt wird, die sich in » parallelen
Kanten schneiden und auBerdem von zwei
Polygonen, deren Ebenen diese » Kanten be-
liebig schneiden, indem man die Verbindungs-
strecke der Schwerpunkte dieser beiden Poly-
gone mit dem Inhalte des Normalschnittes
multipliziert, d. h. eines Polygons, dessen
Ecken die Schnittpunkte der » Kanten mit
einer sie alle senkrecht treffenden Ebene sind.

Als ich diesen Satz bei der Priporation auf meine
Vorlesungen iiber Stereometrie gefunden hatte, teilte
ich ihn mehreren namhaften Mathematikern mit, denen
der Satz neu war. Endlich teilte mir Herr Busche-
Hamburg mit, da8 der Satz schon in Baltzers ,Ele-
menten der Math.“ (II. Band, 8. 272 der 6. Auflage)
enthalten sei. Trotzdem trug ich kein Bedenken, ihn
meiner ,Auslese einzuverleiben, da er wenig be-
kannt zu sein scheint.
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Dieser Satz gilt natiirlich auch noch, wenn von
den n Kanten eine oder zwei die Liénge Null haben,
d. h. wenn die beiden Grenzpolygone eine oder zwei
Ecken gemein haben. Ist letzteres der Fall und ist
n =3, so entsteht ein Tetraeder, dessen Volumen
nach unserem Satze durch die Liingen zweier Gegen-
kanten und ihren senkrechten Abstand ausgedriickt
wird. Wenn nimlich 44, BB, CC’ fiir n =3 die
drei Kanten des Parallelkantners sind und B’ mit B,
C’ mit C zusammenfillt, so sind 4BC und 4’BC die
beiden Grenzpolygone des Parallelkantners und S,
die Verbindungslinie ihrer Schwerpunkte, mu8 nach

. . a . .
dem Proportionallehrsatze gleich 5 sein, wo a die

Linge der Kante 44’ bedeutet. Der Normal-
schnitt ist ein Dreieck, dessen eine Seite BC = s ist
und dessen Ebene auf A’A4 senkrecht ist so daf der

Inhalt des Normalschnittes gleich % ist, wenn p die

Strecke ist, die zugleich auf den Gegenkanten s und a

senkrecht ist. Hieraus ergibt sich das Volumen V

des Tetraeders, ausgedriickt durch die beiden Gegen-

kanten s und a, sowie deren senkrechten Abstand p,
némlich:

—2.5p

V= 35 -

Diese Formel fiir das Volumen eines Tetraeders

ergibt sich auch, wenn man das Tetraeder als ein
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Prismatoid auffaBt, dessen Grundflichen ¢ und ¢’ Null
sind, weil sie zu den Gegenkanten s und ¢ zusammen-
geschrumpft sind, und dann bei der Anwendung der
Formel fiir das Volumen eines Prismatoids beachtet,
daB die Mittelfliche m ein Rechteck ist, dessen
Seiten 1 s und }a sind, so da8 sich ergibt:

_k _r .f_.f_)_m
T=ttstam=L(0rora. 20220

Andererseits gilt unser Satz auch noch, wenn 7
unendlich gro8 wird, also fiir einen Korper, der von
einem prismatischen Raume beliebiger Gestalt und
zwei Ebenen begrenzt wird. Fiir das Volumen 7V
dieses Kiorpers ergibt sich:

V=g-.88,

wo g der Inhalt eines Normalschnittes ist, also der
Figur, die der Mantel des Korpers auf einer Ebene
bestimmt, die auf allen Seitenlinien des Mantels senk-
recht ist, und wo S und S’ die Schwerpunkte der
beiden ebenen Flichenstiicke sind, die der Mantel
auf zwei beliebigen Ebenen ausschneidet. Insbesondere
ergibt sich also:

Errichtet man in allen Punkten einer
Ellipse mit den Halbachsen a und 5 Lote auf
der Ebene der Ellipse und legt man dann
zwei beliebige Ebenen, so schneidet der von
den Loten gebildete Zylindermantel auf diesen
Ebenen zwei Ellipsen aus, deren Zentren die
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Entfernung ¢ voneinander haben mégen. Dann
ist V=abnc das Volumen des von dem Zy-
lindermantel und den beiden Ellipsen be-
grenzten Raumstiickes.

§ 4. Das Volumen der Korper.

Den Inhalt eines beliebigen ebenen Polygons kann
man bekanntlich am besten dadurch finden, da8 man
in der Ebene des Polygons einen beliebigen Strahl s
annimmt, von den Ecken 4,, 4,, 45, ... aus auf
diesen Strahl s die Lote 4, 4}, A4, 45, A4z 43, ...
fillt, und dann auch von den Halbierungspunkten
Bys, Byg, By, ... der Strecken 4, 4y, A3 45, Ag4,, ...
die Lote B,y B{,, B, Bi3, B;y Biy, ... auf denselben
Strahl s fillt. Dann gibt eine algebraische Summe
der Produkte:

Ay A3+ By By, 4343 By By, ...

stets den Inhalt des vorliegenden ebenen Polygons,
und zwar hat man in dieser algebraischen Summe das
positive oder negative Vorzeichen zu nehmen, je nach-
dem der Strahl s von dem nach der Innenseite oder
nach der AuBenseite des Polygons gerichteten Halb-
strahle des in B, auf 4, 4,, des in B,; auf 4, 4,
usw. errichteten Lotes getroffen wird.

Diese Methode der Inhaltsbestimmung eines ebenen
Polygons liBt sich auf beliebige Polyeder iibertragen,
und zwar mittels des in § 3 ausgesprochenen Satzes
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iiber das Volumen beliebiger Parallelkantner. Man
hat nur statt des angenommenen Strahles s eine
Ebene E anzunehmen, statt der Seiten des Polygons
die Flichen des Polyeders auf E zu projizieren, und
statt von den Halbierungspunkten der Polygonseiten
von den Schwerpunkten der Polyederflichen die Lote
auf E zn fillen.

Um also das Volumen eines beliebigen
Polyeders zu bestimmen, hat man die Schwer-
punkte S, S;, ... S, seiner f Flichen aufzu-
suchen, von diesen die Lote §; S7, S; 83, ... 5,5}
auf eine beliebig angenommene Ebene E zu
fillen, und auf E die Projektionen J{, J3, ... J}
der f Flichen J;, J;, ... J; des Polyeders zu be-
stimmen. Dann ist das Volumen ¥ des Poly-
eders gleich einer algebraischen Summe der
f Produkte:

Ji"si‘s’{’ J2'Sﬁs£9 ceey J}'stf'9

wo bei jedem Produkte das positive oder ne-
gative Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem
die Ebene E von dem nach der Innenseite
oder nach der AuBenseite des Polyeders ge-
richteten Halbstrahle des in S; auf der zuge-
hérigenEbene errichteten Lotes getroffen wird.

Hierzu einige Beispiele:

1. Bei einem geraden Prisma nehme man als
Ebene E die untere Ebene der Grundfliche mit dem



— 156 —

Inhalte g. Dann ist das Schwerpunktslot dieser Grund-
fliche Null, wihrend das Schwerpunktslot der oberen
Grundfliche, deren Inhalt auch g ist, die Hohe % ist.
Thre Projektion hat auch den Inhalt g, wihrend die
Projektionen der Seitenflichen siimtlich Null sind, so
daB g.h als Volumen erscheint.

2. Bei einem schiefen Prisma kommt die Uberein-
stimmung der Formel V=g-.-% mit der obigen
Volumenregel dadurch zustande, da8 die Summe der
Projektionen der Seitenflichen wegen der ihr ange-
fiigten Vorzeichenregel zu Null wird.

3. Bei einer Pyramide nehme man als Ebene E
die Ebene der Grundfliche ¢ an, so da8 das Schwer-
punktslot derselben Null ist. Die Projektionen aller
Seitenflichen auf diese Ebene ergeben aber bei Be-
achtung der Vorzeichenvorschrift als Summe die
Grundfliche g, wihrend die Schwerpunktslote aller
Seitenflichen iibereinstimmend } % sind, so daf sich
V=1%-.9-h ergibt.

4. Bei einem Pyramidenstumpfe nehme man
als Ebene E die Ebene der unteren groferen Grund-
fliche mit dem Inhalte g an. Die auf ihr liegende
Projektion der oberen Grundfliiche ist ein Polygon,
das dem Polygon kongruent ist, das die obere
Grundfliche mit dem Inhalte ¢’ bildet. Was aber
die Seitenflichen aubetrifft, so sind dieselben siimtlich
Trapeze, deren Projektionen auf die Ebene E zu-
sammen den Inhalt g — ¢/ ergeben. Der Schwerpunkt
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jedes solchen Trapezes liegt auf der Verbindungs-
strecke der Halbierungspunkte seiner parallelen Grund-
linie » und ¥, und zwar diese im Verhiltnis 2 ¥4 b
zu 2b+4 ¥ teilend, so daB der Schwerpunkt niher
der groBeren Seite b liegt. Da nun wegen der Ahn-
lichkeit der Polygone, die in den bheiden parallelen
Ebenen liegen, die mit b’ bezeichneten Trapezseiten
sich verhalten wie die mit b bezeichneten, so ergibt
sich, daB die Schwerpunkte aller Trapeze in gleicher
Hohe iiber der Ebene E liegen, n#mlich in der Hohe:
2¥+b

3¥+3b°

Deshalb muB nach unserer allgemeinen Volumenregel
der Pyramidenstumpf mit den Grundflichen g und ¢
und der Héhe % das Volumen:

h 20450
V=h-9t+3 55 0—9)

haben. Um hieraus die iibliche Volumenformel zu
erhalten, haben wir zu beachten, da8 die Polygone
mit den Inhalten ¢ und ¢/ &hnlich sind, und da8 deshalb:

g:9 = b2:b?
b:¥ =Vg:Vo

ey +b_2Y7+V9
Y+b o g+
sein muB. Durch Einsetzen erhalten wir daher:

k-

oder:

und:
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3(V?+V’)[ 707 +79)

+@W+V) -9l
Danun g — ¢ = (ﬁ——}/g?) (ﬁ+ Y¢') ist, so erhalten

wir weiter:

V= 3137+ @7 +19) (7 —17)]
=%[39’+ 297 — 24+ 9 —V97]
~ s lo+¥sg +91.

So hat sich also aus unserer allgemeinen Volumen-
regel die iibliche Formel fiir das Volumen eines
Pyramidenstumpfes ergeben.

5. Fiir das Flichenstiick, das zwischen der Ab-
szissenachse, dem Bogen einer beliebigen Kurve und
der das Kurvenstiick abgrenzenden Ordinate y ge-
legen ist, erhéilt man in der Anwendung der Integral-
rechnung auf die analytische Geometrie:

[ydz.

Demnach ist das Flichenstiick, das zwischen der
Ordinatenachse, demselben Kurvenbogen und der
durch den Grenzpunkt gelegten Parallelen zu der
Abszissenachse liegt:

zy — [ydz.
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Hierfiir kann aber, wie die Integralrechnung lehrt, .

/ zdy

gesetzt werden. Dasselbe Resultat erhdlt man aber
auch fiir das zuzweit genannte Flichenstiick, wenn
man die unserer Volumenregel analoge Flicheninhalts-
regel anwendet.

6. Fiir den Rotationskorper, den man erhiilt, wenn
man das in 5. zuerst genannte Fldchenstiick um die
X-Achse rotiert, ergibt sich das Volumen

[y*ndz,
woraus folgt, da8 der Korper zwischen der durch die
Rotation entstandenen Fliiche und der Y-Z-Ebene
das Volumen:
yinz — [yinds
hat, wofiir, nach den Regeln der Integralrechnung:

f z-2ymndy
gesetzt werden kann. Dasselbe Resultat erhalten wir
aber auch nach der oben entwickelten allgemeinen
Regel fiir die Bestimmung der Volumina.

Dem an n-dimensionale Verallgemeinerungen ge-
wohnten Leser wird nicht enmtgangen sein, da8 die
Volumenbestimmung, die oben fiir die Ebene, also
n =2 und fiir den Raum, also » = 3 ausgesprochen
ist, auch fiir ein beliebiges n Giiltigkeit hat.



V. Abschnitt.

Uber die Ausdehnung der Formel fiir
das Volumen eines Obelisken.

§ 1. Einleitendes.

Die Ausdehnung der unter dem Namen ,Simp-
sonsche Regel“ bekannten Formel

h
V=-5ls+g +4m]

fir das Volumen eines Obelisken oder Prismatoids
auf allgemeinere Korper ist oft ungenau oder miS-
verstindlich in die Stereometriebiicher?!) iibergegangen.
8o schreibt z. B. Bohnert in § 51 seines in der
»Sammlung Schubert“ erschienenen vorziiglichen Lehr-
buches der Stereometrie: ,,Hat ein Korper die Eigen-
schaft, da der Inhalt jedes Querschnittes durch den-

!) Genetische Stereometrie von Dr. Karl Heintze,
bearbeitet von Franz Lucke, Leipzig, B. G. Teubner,
1886.

Elementare Stereometrie von Dr. E. Bohnert in
Hamburg, Band IV meiner Sammlung von mathemati-
schen Lehrbiichern.
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selben parallel zu einer festen Ebene hochstens eine
Funktion zweiten Grades seines Abstandes von der
festen Ebene sind, sind ¢’ und g der erste und der
letzte derartige Querschnitt des Korpers, ist m sein
Mittelschnitt und % der Abstand der beiden Grund-
flichen g und g’ dieses Korpers, so ist der Inhalt P
des beschriebenen Korpers bestimmt durch die Glei-
chung:

h
=E(g+4m+9')-“

Im folgenden § 52 wird dann gezeigt, daB diese
Volumenformel auch noch gilt, wenn die genannte
Funktion vom dritten Grade ist. Dann aber heift
es am Schlusse von § 52: ,Diese Betrachtung liBt
gich nicht fortsetzen fiir solche Korper, deren Quer-
schnittsinhalt eine Funktion hoheren als dritten Grades
ist. Der natiirliche Grund dieser Unmoglichkeit . . .«
Hiernach muf der Leser denken, da8 die Volumen-
formel

h
P=2(+g' +4m)

nicht mehr giiltig bleibt, wenn die betreffende Funk-
tion von hoherem als dem dritten Grade ist. Im
folgenden wird aber gezeigt, daf die Funktion auch
hoheren Grades sein kann, ja auch eine beliebige
algebraische oder transzendente Funktion, und daB es
nur darauf ankommt, den in dieser Funktion ent-
haltenen Konstanten gewisse leicht bestimmbare Werte
Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITI. 11
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zu erteilen, um zu erreichen, erstens, da8 das Volumen ¥
des von dieser Funktion erzeugten Korpers sich durch
die Hohe %k, die beiden Grundflichen g und g’ sowie
die Mittelfliche m ausdriicken 1#8t, zweitens, da8 dies
durch die Formel

h
=gl9+9 +4m)

geschieht.

Sei y der Inhalt der Parallelfliche, die von der
einen Grundfliche mit dem Inhalte g den Abstand
z-h hat, so daB z eine veriinderliche Zahl ist und

y=g fir z=0,
y=m fir z=1%,
y=g' fir z=1

kommt. Allgemein ist dann:
A 1
V=[yd(hz) = h-!ydm .

Ist beispielsweise:
y=a+bxtcxt(l —%2),
so erhilt man:

V=hla+ib+e—fo-i]

V=nhla+4c+ &c].
Man kann nun leicht iiber die eingefiihrten drei
Konstanten a, b, ¢ so verfiigen, daB, statt ihrer
g, 9, m in die Formel eintreten, wie man erhiilt,

oder:
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wenn man in dem Ausdrucke fiir y z=0, z=1,
x = 1 einsetzt. So erhillt man:
g=a, g9g'=a+b+8e, m=a+ b+ J5c.
Hieraus folgt durch Elimination von a:
m—g==4b+o5e, 9'—g=0b+%e,
und dann durch Elimination von b:
c=2g9g+2g9 —4m,
b=—Hg—4g' +m,
a=g.
Hieraus erhilt man durch Einsetzen in die oben
angegebene Formel fiir 7:

V_h[1. L, 2 ko,
= -Eg+§g+§m——€(g+g+ m) .

Durch dieses Beispiel ist gezeigt, da8 die Simp-
sonsche Formel auch gilt, wenn die erzeugende Funk-
tion y = f(z) fiinften Grades ist. Man erkennt auch,
da8 die erzeugende Funktion nicht eine ganz all-
gemeine Funktion fiinften Grades sein darf, damit fiir
das Volumen die Simpsonsche Formel gelte. Die
erzeugende Funktion muf vielmehr eine gewisse, im
allgemeinen leicht zu erfiillende Bedingungsgleichung
befriedigen, damit die Volumenformel

h
=€(9+9'+ 4 m)

Giiltigkeit habe. Diese Bedingungsgleichung ist hier
ganz allgemein in § 3 abgeleitet. In § 2 wird nun
11*
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zuniichst gezeigt, daB die genannte Volumenformel
immer anwendbar ist, wenn die erzeugende Funktion
y = f(x) eine ganz allgemeine Funktion dritten
Grades ist, was involviert, da8 sie auch ersten oder
zweiten Grades sein kann.

§ 2. Die erzeugende Funktion ist dritten oder
hoheren Grades.

Wenn y = f(x) = a 4 bz + cx? 4 da® ist, so er-
halten wir dadurch, daB fir 2 =0, z=1, z=1
beziehungsweise ¥y =g, y = g¢’, y = m kommen soll,
drei Bestimmungsgleichungen fiir die vier Konstanten
a,b,c,d, woraus folgt, daB eine Konstante, es sei
d, beliebig bleiben darf. Demgem#B erhalten wir:
g=a, 9'=a+b+c+d, m=a-+t34b+tc+id,
woraus folgt:

9—9=btect+d, m—g=13b+tc+4d
oder:
9+9—2m=4%c+ {d,

so da8 wir nun ¢, b, a durch g, g/, m und d aus-

driicken konnen, ndmlich;
c=29+4+29g"—4m—$§d,
b=-—3g9g—9'+4m+ }d,
a=g.

Da f ydz in unserem Falle

az + ybax? + fc-2® 4 Ldat
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wird, so erhalten wir fiir V:
V=hla+ b+ 4o+ 1.

Wenn wir nun noch die soeben fiir ¢, b, a ge-
fundenen Ausdriicke einsetzen, erhalten wir:

V=h-[g-A—§+P+9-(—%+3
+m-@—4+d-G—1+ 1)

oder:

V= h[ 9+ y-+—m+d<4=—{w+y+4m]

Da die Konstante d sich aufhebt, so konnte in
der erzeugenden Funktion dieser Konstanten ein ganz
beliebiger Wert erteilt werden. Wenn bei Einfithrung
von mehr als drei Konstanten @, b, ¢, der besondere
Fall, der soeben eintrat, da8 nimlich der Koeffizient
einer vierten Konstanten Null wird, nicht eintritt,
hat man, um die Simpsonsche Formel

3
V=-5lot+g+4m

zu erzielen, diese vierten Konstanten selbst gleich
Null zu setzen, d. h. sich mit der Einfiihrung von
drei Konstanten zu begniigen. Wenn man von vorn-
herein weniger als drei Konstante einfiihrt, so hat
man, da zur Einfilhrung von g, g/, m drei Bedingungs-
gleichungen dienen, die Moglichkeit, unziihlig viele
Formeln zu bilden, in denen V durch %, g, g/, m
ausgedriickt ist, oder man kann dann V durch 2 und
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die Inhalte von nur zwei Parallelflichen, etwa g und g’,
ausdriicken.

Um zu zeigen, daB es im allgemeinen nicht
gelingt, V durch &, g, g/, m in der Form

h
=E(9+9'+ 4m)

auszudriicken, wenn die erzeugende Funktion auch

nur vom vierten Grade ist, setzen wir:
y=a-+tcz?+ext,

80 daB wir erhalten:

g=a, 9'=a+tct+e, m=a+}tc+ Je,

also durch Elimination:

a=g, c=—bg—4g'+4m, e=4g+ 49’ —4im,

g0 daB wir, da wir durch Integrieren

V=hla+4o+4e
erhalten, schlielich die folgende nur %, g, g/, m ent-
haltende Formel erhalten:

V="h-[%9+ 759+ Hm.

Der Weg zur Ableitung einer Formel fiir V, die
k, g, g’, m enthilt, muf im allgemeinen bei jeder er-
zeugenden Funktion zum Ziele fithren. Die Be-
dingung, die bestehen muB, damit in der resultieren-
den Formel
V=h-[y-g+y"-9"+ p-m
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der Koeffizient »” von g’ gleich dem Koeffizienten y
von g wird, ist leicht zu erkennen. Die erzeugende
. Funktion mu8 n#mlich von der Form:

at+bx+tc-at
sein. Denn dann erhalten wir:
1 1
g=a, g'=a+b+ec, m=a+§b+c"27:
woraus schlieSlich folgt:

,  —(n41)
T T e =9’
_ 2%(n — 1)
E=orn-@—9°
Hiernach erhalten wir beispielsweise:

1. V=7h6(11g+11g’+48m),
wenn y=a-+bx+cxt ist;
2. V=§%-(13g+13g’-|— 64 m),

wenn Yy =a-+bx+cax® ist;

h
ey
wenn y=a-+bx 4 caxb st

Fir n=2 und n =23 erhalten wir y =y’'= 1}
und x =4 in Bestitigung des oben abgeleiteten
Resultates fiir den Fall, da8 die erzeugende Funktion
eine allgemeine ganze Funktion dritten Grades ist.

3. 14 (579 + 579"+ 320 m),



— 168 —

DaB der Obelisk zu den Korpern gehort, fiir
welche die Simpsonsche Formel

h
V=x@+g+4m

gilt, folgt aus dem V. Abschnitte des ersten Teiles
dieser ,Auslese, wo in Formel (4) der Inhalt eines
beliebigen Parallelschnittes durch g, ¢/, &, &’ aus-
gedriickt ist, wo « unser z, o’ gleich unserem 1 — 2
ist, so daB wir fiir den Obelisken erhalten:

y=(1—22-g+2%-g'+2(1—2)z-Vg9".

Da die erzeugende Funktion vom zweiten Grade
ist, indem in y = a + bz + cx? + da® zu setzen ist:

a=g, b=—2g9+2Ygg’, c=g+y'—2}/g_g’, ia=0,
so gehort nach dem Obigen der Obelisk zu den
Korpern, fiir welche die Volumenformel

V=%(g+y’+ 4m)
gilt.

Bezeichnet ferner g2?x die Grundfliiche g einer
Kugelschicht, o2z die andere Grundfliche g’
ferner p den Zentralabstand der Grundfliche g, z-k
die Hohe der Kugelschicht und » den Radius der
Kugel, so erkennt man aus:

y==[*—(p+2h7,
daf auch die Kugelschicht zu den Korpern gehort,

fir welche die Formel V = —;i( g+ 9"+ 4m) gilt.
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§ 3. Die erzeugende Funktion ist allgemein.

In § 2 haben wir noch daran festgehalten, da8
die erzeugende Funktion, welche den Inhalt jeder
Parallelfliche abhiingig von z -k darstellt, eine ganze
Funktion der veriinderlichen Zahl = sei. Hier soll ge-
zeigt werden, daB die Funktion ganz beliebig sein
kann, also auch transzendent, indem es ja nur darauf
ankommt, drei von den in ihr vorkommenden Kon-
stanten passende Werte zu erteilen, um zu erreichen,
daB das Volumen des erzeugten Korpers sich in der
Form:

V=h-[y-9+v-9+upu-m

ausdriicken liBt, wo % die Hohe zwischen den beiden
parallelen Grundflichen, g und ¢ deren Inhalte sind
und wo p, 9, u Koeffizienten sind, deren Wert sich
nach der Natur des erzeugten Korpers richtet. Um zu
erreichen, da auch, wie in der Simpsonschen Formel,
die Koeffizienten y und ” von g und ¢’ iibereinstimmen,
setzen wir die erzeugende Funktion:

y=rf@=a+bz+ec-¢@),

wodurch wir der Allgemeinheit keinen Abbruch tun.
Dem Usus entsprechend, setzen wir [¢/(z)dz = @(2)
und verstehen unter ¢/(0), ¢/(1), ¢/(4) die Werte, die
¢/(x) erhdlt, wenn man =0,z =1, =} setzt,
sowie unter (1) und ¢(0) die Werte, die @(z) erhilt,
wenn man z = 1 bzw. z = 0 setzt. Um g, ¢/, m ein-
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zufiithren, setzen wir x =0, 2 =1, z = }, wodurch
wir erhalten:
g=a+c-¢(0), ¢g=a+b+c-¢'(1),
m=a+tb+o-gd).
Fiir V erhalten wir:

V=h-jyda:

oder:
v
7z =0+ 1b+e-[p)—@0).
Es ist nun leicht, ¢, b, ¢ durch g, ¢/, m zu er-
setzen. Wir erhalten:

g+g—2m=c-[¢(0)+¢(1) —2-¢{})]

und:

m—c-g(3) =7 —o-[p(1) — p(0)],
oder:
_ g+g—2m
¥0)+ ¢(1) —2¢})

c

und:
T = m e lpl) — 9(0) — ¢/

Setzt man nun hier den fiir ¢ erhaltenen Ausdruck
ein, so erhilt man:

v o) —0)— g@)
P70+ e —z2g@ It
70 +#(1) —20(1) +200)

FO+¢1)—2¢@)

+
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Setzt man ¢’(z) gleich der ganzen Funktion z*,

so erhilt man ¢(m)=,%-x"+1, also:

P =g 2O=0, FO, FO=1,

1
7@ =4
Demnach ergibt die allgemeine Formel:
1 1
ntl 27 22— (n+t1)
r=Y=" T TarnE-9’
1 —=
2n
0+1 L+0
TS 2% (n—1)
k= 2 T+ DE -2
=%

in Ubereinstimmung mit dem schon in § 2 erhaltenen

Beispiele.
Zweitens sei ¢/(z) gleich der gebrochenen Funktion

:ﬁ, so daB ¢@(z) =I!(z+ §) ist. Dann kommt:
) p()=1%, @0)=1%},
sowie:
Y0) =2, ¢Q)=%, B =1,

80 daf wir erhalten:
V=h-[g+9)F3—§) +m-(4—313).
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Drittens sei ¢/(z) gleich der transzendenten Funktion
1. .

cosn(z — }), so dab @(z) = —;smn(z — }) ist. Dann

erhdlt man:
1 1

p(1) = ) @(0) = =’

sowie:
¥0)=0, ¢1)=0, FF=1,

so daB wir erhalten:
]

JT

Endlich folgt aus den obigen allgemeinen Resul-
taten fiir die Koeffizienten y =y’ und u auch die Be-

1
dingung, welche die Funktion ¢'(z) = - [f@)—a—bx]

erfilllen muB, damit sich fiir das Volumen des durch
diese Funktion erzeugten Kéorpers

=%(9+9’+4m)

ergibt. Man hat, um die gesuchte Bedingungsgleichung
zu erhalten, nichts weiter zu tun als den fiir u er-
haltenen Ausdruck gleich dem Vierfachen des fiir y
erhaltenen Ausdrucks zu setzen, wodurch man erhilt:

YO+ g0)+4-¢FH)=6-9(1)—6-9(0).
Wenn die Funktion ¢’(z) bzw. @(z) diese Be-

dingung erfiillt, kann man sicher sein, die iibliche
Formel fiir das Volumen des Obelisken zu erhalten,
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abgesehen von einigen kiinstlich zu konstruierenden
Ausnahmefillen, z. B, daf ¢/(x) zwischen # = 0 und
z =1 unstetig wird. Ferner wird man bei der Bil-
dung der Funktion ¢’(z) daran denken, daB

FO+¢1)—2-¢@)
nicht Null wird, weil sonst der Nenner von y = 3’
und x Null wiirde. Setzt man z. B.

¢ (x) = sin’gx R

so tritt dieser Fall ein, indem y =y = ¢ und auch
u = ¢ wird.

Schon in § 1 ist ¢'(x) =zt — x5 gesetzt und
dadurch ein Fall gegeben, in welchem die erzeugende
Funktion fiinften Grades wird, und dennoch die iibliche
Formel fiir das Volumen des Obelisken anwendbar
wird. In der Tat entspricht dieser Fall der soeben
aufgestellten Bedingungsgleichung, da ja:

F =%, ¢0)=0, @)=+, 0=+,
p(0)=0

340+ A4 =62 —6-0

wird, und

ist.

Bisher ist das Volumen des verallgemeinerten Obe-
lisken immer nur durch die beiden Grundflichen und
die Mittelfliche ausgedriickt. Statt der Inhalte dieser
drei Fliichen kann man jedoch auch die Inhalte irgend-
welcher dreier Parallelflichen wihlen. Der Weg zur
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Auffindung der Volumenformel ist dann genau der-
selbe, nur da8 man, statt von £ =0, =4, z=1
auszugehen, von irgendwelchen drei anderen Werten
von z auszugehen hat. Dabei kann die Funktion
y = f(x) = a 4+ bz + ¢- ¢/(x), welche den verallgemei-
nerten Obelisken erzeugt, wiederum ganz beliebig sein.
Fiir den Obelisken ist iibrigens auch schon in Ab-
schnitt V des ersten Teiles dieser ,Auslese® auf ele-
mentarem Wege gezeigt, wie man an die Stelle der
Grundflichen und der Mittelfliche drei an beliebiger
Stelle gelegene Parallelflichen substituieren kann, aus
denen in besonderen Fillen auch zwei Parallelflichen
werden konnen. Die folgenden Beispiele verdeut-
lichen dies:

1. Wenn die erzeugende Funktion y =a+ bz 4 c2?
- ist, und das Volumen durch die Grundfliche g und
diejenige Parallelfliche g, auszudriicken ist, deren Ab-
stand von g zwei Drittel der H6he & betriigt, so hat man:

V="ha@+3+bd+ %e
und @, b, ¢ durch g und g; zu ersetzen, was durch
die beiden Ansatzgleichungen:

g=a und g, =a+$b+4 $ec
gelingt. Denn es folgt:

tbtde=9—9g
b=4%g9 — 49— %c,
so daB

eat+3b+de=9+ 49— 49 —tct+ e

und:
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und:
V="ht9+%9)

kommt. Da der Koeffizient von ¢ Null wurde, so ge-
lingt es bei Obelisken und allen Kérpern, deren er-
zeugende Funktion zweiten Grades ist, das Volumen
durch die Hohe, die eine Grundfliche und diejenige
Parallelfliche auszudriicken, deren Ebene von der
Ebene dieser Grundfliche den Abstand §7% hat.

2. Wenn die drei Parallelflichen die Mittelfliche
und diejenigen beiden Parallelflichen sind, die von ihr

den Abstand %}/—2_ haben, so ist das Volumen gleich

dem Produkt der Héhe und des arithmetischen Mittels
der Inhalte der drei Flichen, falls der Korper wieder
durch eine Funktion zweiten Grades erzeugt wird.
Denn dann kommt:

V=ha+ b+ 40

gi=a+4b— 1672+ (3 —1V2)
m=a+}b+te
gg—a+%b+%bv_+c(%+ﬂ")
woraus folgt:
{m 9 =102 - %o+icl’_}’
g —m=1bY2+ o4 tey2
was ergibt:

und:

c=4g, +49, —8m
at+4b=m—}te=3m—g, —g,,

und:
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also:
%=3m—91 — % t+i4g9 +49,—8m)
oder:
V= b+ hm o+ 49) = ooy m+gy).
3. Auch gelingt es, falls die erzeugende Funktion
wieder zweiten Grades ist, das Volumen durch die

Héhe %2 und die Inhalte von nur zwei Parallelflichen
auszudriicken, die von der Mittelfliche gleichen Ab-

stand haben, niimlich den Abstand %}/5 . Man hat

dann in:

V—h@+3b+40)
a, b, ¢ zu bestimmen aus:
{gl =a+%b~%bﬁ+c-(&—ﬂ@},
ga=0+4b+34bY3 +c-(3+4V3)
woraus folgt:

3@ +g)=a+ b+ e,
so daf in der Tat:

h
V=59 +%)

ist, wo g, und g, die Inhalte der beiden symmetrisch
gelegenen Flichen sind, die von der Mittelfliche den

Abstand %ﬁ haben.
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4. Wenn der Korper durch die transzendente
Funktion y =a +b- cos—;iz + cx? erzeugt wird und

sein Volumen durch die Héhe, die beiden Grundfliichen
und den Inhalt g, derjenigen Parallelfliiche auszudriicken
ist, welche von der Grundfliche mit dem Inhalte g den
Abstand £ % hat, so ist:

V= h[a+——b+-—c]

und:
g=a+bd
g=a-tc
gr=0a+4b+ §e

Hieraus ergibt sich a, b, ¢ in folgender Weise durch
g, 9 und g, ausgedriickt:

a=— 99—87+18g
b=+10g9+8¢9— 18y, 3,
ce= 99+99—18y,
80 da8 kommt:
{a+%c=—69—59’+ 129, }
) 20 16 ,
;b=; 9'——‘91

T e (2 -]

-

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL. 12
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Die Betrachtungen, welche oben zu der Ausdehnung
der Formel fiir das Volumen eines Obelisken auf be-
liebige Raumteile, die zwischen zwei parallelen Ebenen
liegen, gefiihrt haben, lassen sich genau so auch fiir
zwei ebene Flichenstiicke anstellen, die zwischen
zwei parallelen Strahlen liegen. Auch wird dem an
n-dimensionale Verallgemeinerungen gewshnten Mathe-
matiker nicht entgangen sein, daf jede n-dimensionale
Verallgemeinerung eines Kérpers sich ebenso behandeln
liBt, falls das so entstehende Polytop!) zwischen zwei
parallelen (» — 1)-dimensionalen linearen R#umen

liegt.

) Vgl. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie,
Zweiter Teil, ,,Die Polytope“, Sammlung Schubert, Bd. 36,
Leipzig 1905.



VI. Abschnitt.

Das Formelsystem der sphirischen
Trigonometrie.

§ 1. Die Grundformeln.

Die sphiirische Trigonometrie ist didaktisch von
hohem Werte, nicht allein wegen ihrer Anwendungen
auf Nautik und mathematische Geographie, sondern
auch, weil sie neues Lickt auf die ebene Trigonometrie
wirft und weil deren goniometrische Formeln in
schonster Weise zur Geltung kommen. Deshalb ist
es ratsam, die nicht zu umgehenden stereometrischen
Grundlagen auf ein Minimum zu beschrinken und
dann den Aufbau der Formeln moglichst rechnerisch
zu gestalten. Diesem Gedanken Rechnung tragend,
habe ich im folgenden nur zwei auf das rechtwink-
lige Dreieck beziigliche Formeln stereometrisch ab-
geleitet, um mit ihrer Hilfe den Radius jedes der vier
Beriihrungskreise und jedes der vier Umkreise auf
dreifache Weise auszudriicken. Die so gewonnenen
Formeln reichen vollkommen aus, um den ganzen
Formelbau der sphiirischen Trigonometrie leicht und
iibersichtlich aufzufiihren.

Um die beiden der Stereometrie zu entnehmenden
Grundformeln abzuleiten, denke man sich in der

12*
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Ebene des Papieres das bei B rechtwinklige Dreieck
OAB und auf dieser Ebene das Lot AC. O ist dann
der Scheitel einer dreikantigen Ecke, deren drei
Kanten 04, OB, OC sind. Bezeichnet man die
Winkel AOB, BOC, COA bezichungsweise mit ¢,
a, b und die Winkel der Ebenenpaare, die sich in
04, OB, OC schneiden, mit «, 8, y, so ergibt sich,
da « ein rechter Winkel sein soll,

CA B4
tgh = Od und  cotgf = 4’
woraus durch Multiplikation folgt:
BA .
(1) tgb - cotgf = 04 = Hne.

Ferner ergibt sich aus:

OB AB
cotga = BC und tge= o8
durch Multiplikation: B
2) cotga - tge = —— = cosf.

BC :
Man beachte nun, da8, ebenso wie das ebene Dreieck,
auch das sphirische Dreieck vier Kreise besitzt, von
denen jeder entweder die drei Seiten selbst oder eine
Seite selbst und zwei Verlingerungen beriihrt, und
da8 die auf den Seiten bestimmten Abstéinde der Be-
rithrungspunkte von den Ecken entweder s oder
s—a, s—b, s—c sind, wo s den halben Umfang
+(a + b+ c) bedeutet. Hiernach erhilt man nach

Formel (1):
") sin(s — a) = tgo - cotg%
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der:
oder tgo = sin(s -— a) tgg— .

Genau so erhiilt man:

B

tgo =sin(s —b)- tgg

und tgo==sin(s—e¢)- tg% .

So wie soeben fiir den Radius ¢ des Inkreises drei
Formeln entstanden, so auch fiir jeden der Radien g,,
Qb 0. der drei Ankreise, wobei nur zu beachten ist,

180 — B

daB beispielsweise g, mit %’ mit 3

180

und mit

=7 i Beziehung tritt. Hiernach entsteht also

2
das folgende Gleichungssystem:

rtgg = tg%- gin(s —a) = tgg -gin(s — b)

= tg% -sin(s — ¢)
& . B .
tgos = th .sins = cotgg -sin(s — ¢)

= cotgl -gin(s — b)

2
(3) « B
tgoy = c,:oi;gE -gin(s —¢) = tgg -sins

=cotg%-sin s —a)

B

tgo. = cotg% - sin(s — ) = coth .

= '(,g'—’gL -8ins

gin(s — a)
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Verlingert man alle Seiten eines sphiirischen Drei-
ecks ABC bis zum zweiten Schnittpunkte 4’, B’, C’, so
erscheint der Kreis mit dem Radius g, als Inkreis
des Dreiecks A’BC, der mit dem Radius g, als In-
kreis des Dreiecks 4B’C und der mit dem Radius o,
als Inkreis des Dreiecks 4BC’. Demnach wird man
dem Umkreise um 4BC mit dem Radius r die drei
Umkreise um 4’BC, um AB'C, um ABC’ mit den
Radien 74, 73, 7. hinzugesellen. Fiir die vier Radien
Ty Tay Th, 7c gilt ein dem (3) #hnliches Gleichungs-
system, das mit Hilfe der oben abgeleiteten Formel (2)
abzuleiten ist. Dabei beachte man, daB an die Stelle
der halben Seitensumme s die halbe Winkelsumme
tritt, die wir mit ¢ bezeichnen. Uberhaupt tritt
cotgr, cotgr,, cotgr,, cotgr, fiir tgo, tgoa, tgos, t8 0.

ein, ferner cotg% fiir tg%, also tg% fiir cotg% usw.,

endlich cos(c — &) fiir sin(s —a), cos(c — p) fiir
sin(s — b), cos(oc — p) fiir sin(s — ¢). Besonders be-
achte man, da8 ,minus cos¢* an die Stelle von sins tritt,
was damit zusammenhiingt, daf die Summe der Winkel
eines sphiirischen Dreiecks grifer als 180 Grad ist.
So entspricht also dem Formelsystem (3) das folgende
Formelsystem:
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( a b )
cotgr = cotg o+ cos(a—ex)==cotg—2—- cos(o—pf)
= cotg% -cos(oc — y)
a b
cotgr, = cotg§ «(—cosg) = tgg - cos(c — y)
— tg>-- cos(c — f)
2
(4) -
a b
cotgr, = tgg -cos(o — y) = coth +(—co80)
= tg% - cos(o — &)
a b
cotgr, = tgg < coB(c — f) = th - cos(o — &)

= cotg% «(—cos0)

Auch sind die Formeln (4) den Formeln (3) polar,
d. h. sie gehen aus ihnen hervor, wenn man jede Seite
durch das Supplement des gegeniiberliegenden Winkels
und jeden Winkel durch das Supplement der gegen-
iiberliegenden Seite ersetzt. Dabei hat man den
doppelten Radius jedes Inkreises durch das Supplement
des doppelten Radius des entsprechenden Umkreises
zu ersetzen.

§ 2. Die auf die Seiten und Winkel beziig-
lichen Formeln.

Am einfachsten ergeben sich aus den Formel-

systemen (3) und (4) die Formeln, welche die Tangens
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der halben Winkel durch die Seiten ausdriicken bzw.
die ihnen polaren Formeln. Multipliziert man nim-
lich bei (3) die gleich tgo bzw. tgg, gesetzten ersten
Ausdriicke, andererseits auch die zweiten Ausdriicke,
80 erhiilt man:

tg’%-sins-sin(s—a)=sin(s—~b)-sin(s—c)

oder:

(1) tg%___Vsin(s—b)-sin(s—c) .

sins . sin(s — a)

Hieran schlieBen sich die analogen Formeln fiir
tgg und tg—’z’- . Die polaren Formeln, welche die
halben Seiten durch die Winkel ausdriicken, folgen
ebenso aus (4) in § 1.

Zweitens folgen dann aus den Grundformeln (3)
und (4) in § 1 die Napierschen Analogien. Aus den
beiden ersten Ausdriicken, die in (3) tgo gleichgesetzt
sind, folgt niimlich:

t [+
0 £2  sins—b)
@ tgg—sins——a)'

Ferner folgt aus den in (3) tgg, gleichgesetzten
beiden ersten Ausdriicken:

B _sin(s —¢
(3) th gy 2 sins
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Aus (2) in § 2 folgt dann durch bekannte Propor-

tionsumwandlung:
o B
83 T%S  sin(s — )+ sinGs —a)
tgﬁ—tgﬁ sin(s — b) — sin(s — a)
2 2
oder:
.6 B a . B . ¢ a—b
sm—2-cosE+cosgsmg—%mgcos 5
. a B x . B c . a—b
smzcos§ cosgsmg 2cos-§sm 3
oder: WEY
sin
2 t A cot a—b
sin“—ﬂ_gg €
2
woraus folgt: o —B
a—b sin 2 c
@ ¥ T atp B2
sin —

Analog folgt aus (3):

& B
1 +tg§--tgg __sins 4 sin(s —¢)

l—tgﬁ-tgﬁ sins — sin(s — ¢)
2 2
oder:
& B .6 . p . a+bd c
cosEcos—é—-}-smEsmE—2sm—2—cos 5
« B . a. B a4+b ., ¢
cosgcosg—smgsm'g 2 cos 3 sin 5



oder:
*—8
cos8
2 a4 b ¢
atp_ 82 "8y
cos
2
woraus folgt:
cos ¥ —P
a+b 2 ¢
(5) tg = tg .
2 cosoc-l-ﬂ 2

Die Formeln (4) und (5) sind aber zwei von den
vier Formeln, die unter dem Namen Napiersche
Analogien bekannt sind. Die beiden fibrigen folgen
ebenso aus (4) in § 1.

Dividiert man nun (5) durch (4), so erhiilt man
die Tangensformel der sphirischen Trigonometrie,
némlich:

(6) ; a—b=t «—p°
g D) g 2

Wendet man nun wieder die Proportionsumwand-
lung auf (6) an, so erhilt man die Sinusformel der
sphiirischen Trigonometrie, niémlich:

a+b a—b a+p «—B
g—— t1g D) g— t+ig——

a+b a—b | o+ o —
g ;- —p 8 2ﬂ"”'tg 2ﬂ
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oder:
. atb a—b at+bd . a—0
sin ) cos 3 -+ co 3 sin 5
. a+b a—b a+b ., a—0>b
8in —— 008 —5— — 08— —sin—
.o+p a—p x+B . a—p
B sin ) co8 3 + cos o) sin 5
. a+B a—B atf . a—f
sin —5— cos — €08 —5—8in 5
oder: ’
. (a+b a—b) .(«x+ﬂ ex—ﬂ)
”m( st ) T\ T3
. a+b_a—b'_.(¢x+ﬂ zx——ﬂ)
sm( 2 2 ) e T2
oder:
sine sinx
(7

sind — snf -
Die sogenannte unlogarithmische Kosinusformel,
welche den Kosinus eines ganzen Winkels durch die
Seiten ausdriickt, kann man dann aus der oben zu-

erst abgeleiteten Formel fiir tg-g- gewinnen, niimlich:

o

— tg2 >

1—1tg )

080 = ————

®) | 1+ig25
__sins . sin(s — a) — sin(s — b)sin(s — ¢)
" sins.sin(s — a) 4 sin(s — b)sin(s — ¢) °
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Nun ist:
. . . (bte a) . (b+c i)
sms-sm(s—-a)—sm(—2—+§ -in|——— 5
. b+¢ a b+ec., . a
— ain? o eos?— — cos? 2 &
= sin®——cos’ 5 cos? ——sin? 5

und:
gin(s — b) - sin(s — ¢)

b—e . [a b—e
-sm(2+——2 )sm(—z——- 5 )

— a2 % ,b—o_ 2 @ . g0—e
smzcos 3 coszsm 5
Ersetzt man nun sin? b _2|_ ¢ durch 1 — cos? b ;- ¢
und coxa”b;c durch l—sin’b;c, 80 kommt:

gins - sin(s — @) — sin(s — b) - sin(s — ¢)

=cos2-‘1—sin’i—coszb+c+ein’b—2—c,

2 2

indem cos?—~. + sm2— durch 1 ersetzt werden konnte.
Ebenso erhiilt man:
gins - sin(s — a) + sin(s — b) - sin(s — ¢)

b+e b—e
e 24 _ 52 2
= co8 +sm ) cos ) — sin 5 -
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Dadurch kommt aus (8):

a . a8 b+ec ., b—e

2”7 _ gin?Z _ cos? 2
. cos? o — sin? o — cos? — -+ sin 5
cos? — +sm’§—c02b I c—sin2b2c

cosa — 4[1 + cos(b -+ ¢)] + 4[1 — cos(b — ¢)]
T— 301 + cos(s + 0)] — 3[1 — c0s® — o)
cosa — 4 [cos(b 4 ¢) + cos(b — )]
1—1— }[cos(b+ c¢) — cos(b — ¢)]
cosa — cosb cosc
= 7 sinbsine

Die hierzu polare Kosinusformel erhiilt man ebenso

aus der Formel, welche tg— durch die drei Winkel
ausdriickt.

§ 3. Die 16 Relationen zwischen tg-g, tg-:— ,
B8 Y
t'g 2 ’ tg 9 tg tg'é"

Aus den grundlegenden Formeln (8) des § 1

folgen auch die 16 interessanten Beziehungen, die

"g‘: tg%’ tg%: tg—;‘: tg% be-
stehen. Aus den in 3. genannten, von den Beriih-
rungsradien unabhiingigen zweimal vier Gleichungen
ergibt sich némlich:

zwischen tg%, tg

B sin(s—e¢)
tg2 tg2 sins



— 190 —

und auBerdem zwei Gleichungen, die aus ihr durch
zyklische Vertauschung hervorgehen. Deshalb er-
halten wir durch Addition:

o« sin(s —¢) + sin(s —a
L R
2 si I;wsa;c

sins
Andererseits erhalten wir durch Subtmktion

a+c
sin(s — b) — sins 2eing; g% 2
gin s = gins

o
—tg-gtgg +1=

Aus den beiden so entstandenen Relationen folgt dann
durch Subtraktion:

B B d
tg tg +tgztg +t82tg§—1
. .b . a ., c
2sm§( 6—o a+c) 4sm—2—smgsm§
= cos —cos = -
sins 2 2 sins

Wir haben also die Relation gewonnen:

_ B, 7 .l «, B
1+tg5tgy +ig5 85 +g5 18y

® ssin gin 2 sin &
22"

sins
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Indem wir in derselben Weise aus 3. in § 1 vier Re-

lationen ableiten, die rechts den Nenner sin(s — a)

haben, erhalten wir durch analoge Zusammenfassung:
B p

o« o«
—cotgi cotg% +1 +tg§ cotgg + tggcotg%

D 4 sin a sin b sin ¢
2 2 2

gin(s — a)
Analog ergibt sich:

8
2

B ?

&
——cotg% cotg% + cotgi tg—-+1+ tgg cotgg

(D 4sin£sin£sino
2 2 2

sin(s — b)

und:
(

B
2

B

o o
—cotg-z— cotg — + cotg—2— tg% + cotg—2- tg% +1

s 4sin 2 sin 2 gin O
2 2 2

sin(s — ¢)

\

Nun lassen sich aber die rechts erschienenen
Quotienten leicht durch tg%, tg—g-, tg% ausdriicken,

indem man sins, sin(s — a), sin(s —b), sin(s — ¢)
nach den Formeln fiir die Summe dreier Winkel ent-
wickelt, also beispielsweise:
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. . [a b c . a b ¢
gins = sm(g + 0} + 5) —smE cosE cos;

+sinbcosicosi+sinccosgcok i asinb i
g %3 %% g 008g 008y TR sy sy

setzt. Dadurch kommt:

sins — cotg 2 cotg S tg2 cotg —
sinisin—sini_ 82 32+°°g§ °g§
2 2 2

a b
+ cotgg cotg-g —1.

S8o erhalten wir aus (I):

B. v 7, & x. B
—1+tg§tg§+tg§tg§+tg§tg§

4

cotg% cotg% + cotg-g— cotg% + cotg% cotg% —1
a b ¢
4 th tgg th

T a b ¢ a. b ¢’
g5 +ig5 tigy — g5 g igy

Die abgeleitete Relation zwischen den sechs Tan-
gens der drei halben Seiten und der drei halben
Winkel ist die erste von sechzehn verwandten Re-
lationen. Wenn wir die soeben abgeleitete Relation
mit (I) 1 bezeichnen, haben wir die ebenso aus (II)
entstehende (II) 1 zu nennen usw. Diese vier Re-
lationen haben dieselbe arabische Nummer 1, weil sie
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alle aus 4sin% sin%sin% hervorgehen. Wenn wir

nun aber beachten, da8:
—sins + sin(s — @) + sin(s — b) 4 sin(s — ¢)
(1) { ¢

—-4sinasinb si
= g Mg By

+-sins — sin(s — a) + sin(s — b) + sin(s — ¢)
(2){

= 4sini cosicos ¢
o 2 2 2

+sins + sin(s — a) — sin(s — b) 4 sin(s — ¢)
®3) {

= 4sini cosic 51
= S8y Co85 08y

-+sins + sin(s — a) 4 sin(s — b) — sin(s—¢)
(4){ — 4sin> cos— cos—

o 2 22
ist, so erkennen wir, daB es viermal vier verwandte Re-

lationen zwischen tg%, tg—g—, tg%, tg%, tgg, tgg
geben muB. Wenn wir jeden der auftretenden Ko-
tangens immer durch den reziproken Wert von Tangens
ersetzen, und, der Kiirze und der besseren Ubersicht
wegen, immer a, b, ¢, &, f§, y fiir beziehungsweise
tg%, tg-g, tg%, tgg—, tgg—, tg% schreiben, so
konnen wir den 16 Relationen die folgende Gestalt
geben:

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITI. 13



— 194 —

(D1.(—abe+a+b+e)(—14+By+ya+af)=4abec?)
(ID1. (+abe—a+b+c)(—1+By+ya-+ap)=4abefy
(IM1. (+abe+a—b+e)(—14+By+ya+ap)=4abeyn
(IV)1. (+abeta+b—e)(—14-By+ya+taf)=4abeap

D2. (—abet-atbto)(+1—py+yatap—4a
2. (+abe—a+-b+-c)(+1—By+ya+ap)=4apfy
(D)2, (4-abeta—b+0)(+1—By+yatap)=taya
AV)2.(+abet+a+b—c)(+1—By+ya+ap)=4anp

(I)3. (—abot-at-b4o)(+1+fy—ya+af)—4b
(ID)3. (+abe—a+b+0)(+1+By —ya+a B =4bBy
(D)3, (+abe-+a—b+o)(+1+Bfy—ya+af)=4bya
(IV)3.(+abe+a+-b—c)(+1+By—yatapf)=4bap

D)4. (—abe+a+d+teo)(+14+py+ya—apf)=4c
(D4. (+abe—a+d+o)(+1+By+Ba—ap)=4chy
(4. (+abo+a—b+o)(+1+py+fa—af)=deya
(IV)4. (4abeta+b—c)(4+14-By+pfa—af)=4caf

Man beachte, daf durch polare Umformung
sinl tinl cnl ol gl 0l

o’ B’ y’ a’ b’ e
iibergeht, und da8 deshalb aus jeder der vorstehenden

1) Diese Relation verbindet neuerdings Herr
Giintsche-Berlin im Archiv d. Math. u. Phys. (IIL Reihe,
Bd. 7, 8. 179) mit der Anfrage, ob sie bekannt sei.
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Relationen durch polare Umformung diejenige hervor-
geht, deren Nummer entsteht, wenn man die romische
Zahl in die arabische und umgekehrt verwandelt,
z. B. entsteht (II)4. aus (IV)2. durch polare Um-
wandlung. (I)1., (I)2., (III)3., (IV)4: sind sich
selbst polar. .

Natiirlich hiingen diese Relationen in vielfacher
‘Weise voneinander ab, indem ja zwischen den drei
Seiten und einem Winkel oder zwischen den drei
Winkeln und einer Seite auch eine einzige Relation
bestehen muB8. Um 2z B. die Formel abzuleiten,

welche tg—‘;i durch tg%, tg%, tg_% ausdriickt, hat

man nur das Produkt zweier von den mit (III) und
(IV) bezeichneten Formeln durch das Produkt der
beiden voranstehenden mit (I) und (II) bezeichneten
Formeln zu dividieren. Dadurch erhilt man:

0% (abe+a—b+c)(abect+a+b—c)
gE— (—abe+a+b+ce)(+abc—a+b+e)
oder:
. V(m%n%w%m%-s:%m%)(m%n%w—‘,—%u‘%m%-':z%)
gg=

a b ¢ a b c a b ¢ a b c
(-‘8?‘8‘;‘8?+t8?+t8?+t8?)(+‘8?t8?‘8—"—18—’#+187+‘8?)

Man beachte, da8 derjenige, dem es gelingt, durch
Einsetzen von rationalen Werten fiir tg%, tg%, tg%

den hier unter der Quadratwurzel stehenden Ausdruck
13*
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als Quadrat einer rationalen Zahl darzustellen, das
Problem 16st, sphirische Dreiecke zu finden, in denen
auer den Seiten auch ein Winkel einen rationalen
Sinus und Kosinus hat, ein Problem, das fiir die
Probleme der Ganzzahligkeit in der Stereometrie
grundlegend ist (vgl. hier in meiner ,Auslese, Bd. IT,
Abschnitt I). Wir begniigen uns jedoch hier damit,

aus unserem fiir tg% abgeleiteten Ausdruck die Be-

ziehung zwischen tg—;, tg%, tg% abzuleiten, die be-
stehen muB, wenn & = 909, also tg——— 1 ist. Man
erhiilt:

(ts—cz—ts°+¢c -t +teg )( tg—+t¢—+tz—-—tx,)

-o|a u[a

n|e-

-ty g +og

wl

_(tz g teg e ey rieg) (e
oder:

g+ u5) - ;’(tg wg 1)
N

eine Relation, die man benutzen kann, um rechtwink-
lige sphiirische Dreiecke abzuleiten, in denen alle
Seiten und alle Winkel einen rationalen Sinus und
Kosinus haben. Durch weitere goniometrische Um-
formung folgt aus dieser Relation die einfachere Be-
ziehung cosa = cosb cosc

zwischen den drei Seiten eines rechtwinkligen sphiirischen
Dreiecks.
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§ 4. Die Relationen zwischen den vier Be-
rithrungsradien und den vier Umkreisradien.

Aus den grundlegenden Formeln (3) des § 1 re-
sultieren auch viermal drei Beziehungen, welche immer
zwei Winkel und zwei Beriihrungsradien miteinander
verbinden; n#mlich:

B . y _cotgos B y _ cotgo

5 8y = otgo ootg 5 O S = otz

y &  cotgop o« B cotgo

{tel .tg= = te— . cotg - — — 28
gy 8y cotgp [’ ] 7y cotgoa [

11 B cotgo, &« y  cotgoc

—_— —_— = —— t —_ t —_——= ——

e 2 ' 2 cotgo 8g 0%y cotg o,

usw.

Ebenso folgen aus den grundlegenden Formeln (4)
des § 1 viermal drei Beziehungen, welche immer zwei
Seiten und zwei Umkreisradien miteinander verbinden;
néimlich:

b tgr, ( b c  tgr
OOth'GOtgg '@.— tg2 'tg’g—— tg—fa
¢ _ten 3. g _ten
cotg—z- cotg 2 " tgr (’ cotg 3 tg 3 = igr.
_ tgre a c tgr,

cotg—- - cotg 3 = tgr | cotg 5 tg 7~ igra

usw.
Fiihrt man diese 24 Beziehungen in die 16 Formeln

ein, welche, in § 3 aufgestellt, tg% , tg%, tg% , tg%,
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tgg, tg% miteinander verbinden, so ergeben sich
16 Relationen, die allein die vier Beriihrungsradien
und die vier Umkreisradien miteinander verbinden,
indem jede Relation aus § 3 eine Relation zwischen
den acht Radien ergibt. Indem wir demgem#8 den
16 neuen Relationen die in § 3 eingefiihrte Nummern-
bezeichnung geben, erhalten wir:

1@ —tgr + tgra + tgr + tg7e
_ ' 4 tgr - cotgp
~ —cotgg -+ cotgoa -+ cotggs + cotgo, ’
1) tgr — tgra+ tgn -+ tgr.
_ 4 tgr. cotgo,
~ —cotgo + cotgo, + cotg s + cotge.
1) Atgr 4 tgry— tgr, + tgr.
_ 4 tgr . cotgp,
~ —cotgo + cotgg, + cotgos + cotgo,
LAV) +tgr + tgra+ tgn —tgre
4 tgr - cotg o,
—cotge -+ cotg o, + cotg gy + cotge. ’
2@ —tgr + tgr, + tgry + tgr.
_ 4 tgr, - cotgo
"~ +cotgo — cotgo, + cotggs + cotgg, ’
2 ) +tgr — tgra+tgry + tgre
_ 4 tgr, - cotgo,
~ +cotgo — cotgg, + cotgop + cotgo,




2 (II0)
2 (IV)
3(D)
3 (1)
3 (M)
3 (IV)
4 (1)

4 (1D
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+tgr + tgr, — tgry 4 tgr.
4 tgr, - cotgoy

- -+ cotgo — cotgg, + cotgos + cotgo.
+tgr + tgrs + tgr, — tgr. '

_ 4 tgr, - cotg o,
~+cotgo — cotg o, + cotg oy 4 cotgo.
—tgr 4 tgrs + tgry 4 tgr.
4 tgr, - cotgp

- ~+cotg o - cotgp, — cotgop + cotg o

+-tgr — tgry 4 tgry - tgry
4 tgr, - cotgo,

= +cotgo + cotgo, — cotg s + cotgo.

+tgr + tgr, — tgry 4+ tgre
4 tgr, - cotgop

= —-cotg o - cotg g, — cotg o + cotgo.

+tgr + tgrg 4 tgr, — tgr.
4 tgr, - cotgo,

- +-cotge + cotgos — cotggs + cotge.
—tgr - tgr, 4 tgry 4 tg7e '
4 tgr, - cotgo

- --cotgp + cotgg, - cotgo, — cotgo,

+-tgr — tgry 4 tgr, 4 tgr,
4 tgr. - cotgo,

- -+-cotg o - cotg o, 4 cotgo, — cotg o,

-

-
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4 (III) S-tgr + tgrs — tgry + tgr,

_ 4 tgr, - cotgos

" +cotgo + cotgo, + cotg s — cotge. ’
4 IV) +tgr + tgra+ tgr, — tgre

_ 4 tgr, - cotgo,

"~ +cotgp + cotgg, + cotgo, — cotgg,

Diese 16 Relationen lassen sich auch so schreiben,

daB acht Ausdriicke einander gleichgesetzt werden,
von denen jeder fiinf Radien enthilt, und zwar so,
daB von den 28 daraus zu bildenden Gleichungen
sechs vier Beriihrungsradien und zwei Umkreisradien
und andere sechs umgekehrt vier Umkreisradien und
zwei Beriihrungsradien enthalten. Dieses Gleichungs-
system lautet folgendermaBen:

cotgr (—cotgp -+ cotgo, + cotg o, -+ cotgoc)
= cotgr, (4 cotgo — cotgp, + cotgo, + cotgoc)
= cotgry (4-cotgp -+ cotgo, — cotgg; -+ cotg o)
= cotgr, ({cotgp + cotgo, + cotgo, — cotgo.)
_ 4 cotgp
T —tgr + tgr, + tgry + tgre
- 4 cotg o,
T tgr — tgre + tgn 4 tgr.
_ 4 cotgop
 ttgr 4 tgra — tgmy 4 tgre

4 cotgo,

T Ftgr + tgre + tgr, — tgr,
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Dieses Gleichungssystem ist das sphirische Analogon
zu der bekannten Relation, welche in der Planimetrie
Q5 Qa> Ob, 0. und r miteinander verbindet und welche
lautet:
Qa+@b+@c_9=4r-
Sucht man das Analogon zu der Relation, welche
Qs Qas Obs 0. miteinander verbindet, also zu
1 1 1 1

Qa (4] Qc e
80 hat man zu beachten, da s = (s — a) 4 (s—b) + (s —¢)
ist, hiernach sins durch sin(s — @), sin(s — b), sin(s —¢)
auszudriicken und schlieBlich

sins = tgea_:ii’)b& ’
sin(s — a) = LS%?_@ ,
sin(s — b) = %& ,
gin(s —¢) = tge—ttggi;:tﬂ

zu setzen. Wir ersparen uns die Aufstellung des
etwas verwickelten Resultates.



VII. Abschnitt,

Herstellung heronischer sphirischer
Dreiecke.

§ 1. Einleitendes.

Im ersten Abschnitte des zweiten Bandes dieser
pAuslese* wurde die Ganzzahligkeit in der algebra-
ischen Geometrie behandelt. Dabei wurde erkannt,
da8 es nur darauf ankam, das Gegebene und das
Gesuchte in rationaler- Form darzustellen, um durch
Multiplikation mit dem Generalnenner zu erreichen,
da8 bei einem Problem der algebraischen Planimetrie
der Lehrer dem Schiiler das Gegebene in ganzen
Zahlen diktieren kann, und der Schiiler dann auch
fiir das Gesuchte ganze Zahlen erhalten muf. Ferner
wurde dabei erkannt, da8 die Erreichung des Zieles,
Gegebenes und Gesuchtes in rationaler Form dar-
zustellen, im wesentlichen davon abhing, da8 die vor-
kommenden Winkel heronische waren, d. h. so
beschaffen, daB ihre Sinusse und ihre Kosinusse zu-
gleich rational waren. Ferner wurde dort erkannt,
da8 ein Winkel die wichtige Eigenschaft, heronisch
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zu sein, immer hat, wenn der Tangens seiner Hiilfte
rational ist, und da8 auch umgekehrt 1;g£2i rational

sein muf, falls sinx und cosx beide rational sind.
Dies beruht auf den aus den Grundlagen der Gonio-
metrie leicht beweisbaren folgenden Formeln:

o
smoc=———¢;,
2 &

14 tg )

(2

o2

1 tg2
cosoc=-—a,
b Tl

1+ tghs

tﬁ 1 — cosx
LI sinoge

Es liegt nahe, die Betrachtungen, welche in dem
zitierten Abschnitte (Abschnitt I von Band II dieser
Auslese) zu heronischen Polygonen fiihrten, d. h. zu
solchen, bei denen die Seiten und der Inhalt rational
gind, auch auf den Raum auszudehnen, und dadurch
zu erreichen, da8 auch in der Stereometrie der Lehrer
dem Schiiler fiir das Gegebene ganze Zahlen diktieren
kann, und der Schiiler dann auch fiir das Gesuchte
ganze Zahlen erhalten muB. 8o wie in der Plani-
metrie die Polygone sich aus Dreiecken zusammen-
setzen und es daher fiir die Zwecke der Ganzzahligkeit
in der Planimetrie darauf ankommt, Dreiecke mit
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heronischen Winkeln herzustellen, um aus ihnen Poly-
gone mit heronischen Winkeln zusammenzusetzen, so
muf es in der Stereometrie zuniichst darauf ankommen,
Tetraeder mit heronischen Winkeln herzustellen.
Freilich ist dadurch das Problem, Tetraeder mit sechs
rationalen Kanten und vier Begrenzungsdreiecken,
deren Inhalt rational ist, durchaus nicht geldst.
Denn die Konstantenzahl des Tetraeders ist sechs,
so daB also die Gestalt eines Tetraeders, und auf
diese kommt es ja nur an, von nur fiinf vonein-
ander unabhiingigen Winkeln abhiingt, wihrend die
vier Begrenzungsdreiecke, ihrer Gestalt nach, von
viermal zwei Winkeln abhéingen. Es diirfen also von
diesen acht Winkeln nur fiinf als voneinander unabhiingig
angesehen werden. Man erkennt ja auch leicht, da8
die Gestalt eines Tetraeders véllig bestimmt erscheint,
sobald bei einer Ecke die drei Winkel zwischen zwei
Kanten und bei einer zweiten Ecke zwei solche
Winkel als gegeben betrachtet werden. Denn die
erste Ecke ist dann vollig bestimmt, weil zur Be-
stimmung einer dreikantigen Ecke drei Winkel ge-
horen, so daB also auch die drei Neigungswinkel je
zweier Ebenen bei dieser ersten Ecke bestimmt sind,
einer dieser Neigungswinkel ist aber zugleich Neigungs-
winkel zweier Ebenen bei der zweiten Ecke, so da8
also auch diese zweite Ecke vollig bestimmt ist. Da8
dann aber auch das ganze Tetraeder, seiner Gestalt
nach, bestimmt ist, folgt daraus, daB auBer der ersten
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Ecke auch die ihr gegeniiberliegende Ebene vollig
bestimmt ist. Man hat ja nur auf einer Kante der
ersten Ecke einen Punkt anzunehmen, in diesem
Punkte innerhalb der beiden Ebenen, in denen diese
Kante liegt, an die Kante die beiden Winkel an-
zutragen, die fiir die zweite Ecke gegeben sind.
Dann ist ja die Ebene, die die beiden angetragenen
Schenkel verbindet, die der ersten Ecke gegeniiber-
liegende Ebene, so daf die Gestalt des Tetraeders
durch die fiinf Winkel véllig bestimmt ist. Hiernach
konnte man daran denken, statt von den Winkeln
zwischen zwei Kanten, von den Winkeln zwischen zwei
Ebenen auszugehen, d. h. von den Neigungswinkeln
der beiden Ebenen, die sich in jeder Kante schneiden.
Solcher Neigungswinkel gibt es aber sechs, weil ein
Tetraeder sechs Kanten hat. Folglich muB, da die
Gestalt des Tetraeders schon durch fiinf Winkel be-
stimmt ist, eine Relation zwischen den sechs Neigungs-
winkeln des Tetraeders bestehen. Wenn diese Re-
lation durch die sechs Neigungswinkel erfiillt wird,
8o daB nur fiinf als voneinander unabhiingig gegeben
sind, und der sechste durch die Relation bestimmt
ist, so sind fiir jede der vier Ecken des Tetraeders
die drei Neigungswinkel bekannt und in jeder Ecke
jeder Winkel zwischen zwei Kanten bestimmbar, und
zwar durch die bekannten Formeln der sphirischen
Trigonometrie.  Gelingt es nun, die Relationen
zwischen den sechs Neigungswinkeln durch heronische
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Winkel zu erfiillen, und gelingt es ferner bei einer
dreikantigen Ecke, aus den drei Neigungswinkeln, die
als heronische gegeben sind, auch die drei Winkel
zwischen zwei Kanten als heronische zu bestimmen,
so wiirde damit das Problem, Tetraeder mit sechs
rationalen Kanten und vier Begrenzungsflichen, die
einen rationalen Inhalt haben, herzustellen, geldst sein.
Wenn dann weiterhin auch das Verlangen gestellt wird,
da8 das Volumen rational werde, so miifte auch eins
und deshalb jedes der vier Lote rational sein, das
man von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Fliiche
fillen kénnte. Hiernach ist wohl klar, da aus dem
Probleme, heronische sphiirische Dreiecke herzustellen,
das Problem, heronische Tetraeder herzustellen, nicht
ohne weiteres hervorgeht, sondern da8 das erste
Problem, mit dem wir uns in diesem Abschnitte be-
schiiftigen, das zweite vorbereitet, aber durchaus
nicht lost. _

Auch in dem einfachen Falle, wo eine der Kanten
des Tetraeders auf einer Fliche senkrecht steht,
ist das Problem, ein solches Tetraeder herzustellen,
durchaus nicht dadurch geltst, da8 man heronische
sphiirische Dreiecke herstellen kann. Denn, wenn
SF diese Kante ist, so diirfen wir das Tetraeder
als eine Pyramide auffassen, deren Spitze S ist und
deren gegeniiberliegende Grenzfliche ein Dreieck 4 B
ist. Was die Ecken dieser Pyramide anbetrifft, so
erkennen wir, da8 die beiden Ecken, deren Scheitel
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4 und B sind, rechtwinklig sind, weil die Ebene SAF
senkrecht auf der Ebene F'4 B steht und weil ebenso
die Ebene SBF senkrecht auf der Ebene SAB ist.
Wenn nun diese Pyramide SFAB rationale Kanten, -
rationale Grenzinhalte und rationales Volumen haben
soll, so muB auch das Verh#ltnis des Inhaltes des
Dreiecks FAB zum Inhalte des Dreiecks SAB ein
rationales sein. Da aber dieses Verhiiltnis gleich dem
Kosinus des Winkels, unter dem sich die Ebenen F'4 B
und SAB schneiden, so erkennen wir, da8 auch ein
Winkel jeder der beiden Ecken mit.den Scheiteln 4
und B erstens beiden Ecken gemeinsam und zweitens
ein heronischer sein muf. Es kommt also, wie wir
sehen, nicht allein darauf an, dreikantige Ecken her-
zustellen, in denen sowohl die drei Winkel zwischen
zwei Kanten als auch die Winkel zwischen zwei
Ebenen heronisch sind, sondern auch darauf, solche
Ecken paarweise so herzustellen, da8 die beiden Ecken
eines Paares einen gemeinsamen Neigungswinkel
zweier Ebenen haben. Vorldufig verzichten wir in
diesem Abschnitte auf die Herstellung solcher Paare,
sondern begniigen uns mit der Herstellung heronischer
Ecken iiberhaupt, d. h. solcher Ecken, in denen jeder
Winkel zwischen zwei Kanten und auch jeder Winkel
zwischen zwei Ebenen heronisch ist. Auch abgesehen
von der eventuellen Anwendung in der Stereometrie
diirfte dieses Problem an sich schon Interesse erregen,
weil es das sphiirische Analogon zur Herstellung
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ebener Dreiecke mit heronischen Winkeln bildet. Da
die Seiten und Winkel eines sphiirischen Dreiecks die
drei Winkel zwischen zwei Kanten und die drei
Winkel zwischen zwei Ebenen bei der zugehorigen
dreikantigen Ecke messen, deren Scheitel im Kugel-
zentrum liegt, so werden wir im folgenden nur von
sphiirischen Dreiecken, nicht aber von dreikantigen
Ecken reden.

Allgemeiner kann man als ideales Ziel die Herstellung
- heronischer sphiirischer Polygone anstreben, d. h. solcher

n-kantigen Ecken, bei denen allenSeiten und allenWinkel
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ebenen heronisch
sind, eine Aufgabe, die nach Abschnitt I in Band IT
dieser ,Auslese“ mit der Aufgabe identisch ist, dafiir zu
sorgen, daB die trigonometrischen Tangenten der Hillften
der genannten 2 #n Winkel rational sind (vgl. oben). Die
Lisung dieser Aufgabe wiirde dann dem Ziele niher
kommen, Paare solcher heronischer sphiirischer Poly-
gone herzustellen, so da8 die beiden Polygone eines
solchen Paares einen gemeinsamen heronischen Winkel
haben, néimlich denjenigen Winkel, der in der einen
oder in der anderen Ecke erstens von dem Bogen
gebildet wird, der die beiden Ecken verbindet und
zweitens von einem benachbarten Bogen in jeder der
beiden Ecken. Nach Erreichung dieses Zieles wiirde
man das weitere ideale Ziel anstreben kénnen, Polyeder
von vorgeschriebener Umgrenzung herzustellen, bei
denen sowohl die 2% Winkel in den Polygonen als
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auch die £ Winkel heronisch sind, die in den % Kanten
von aneinanderstoSenden Flichen gebildet werden.
Dabei wiirde man zu beachten haben, da8 die Auf-
gabe, solche 3% Winkel zu finden, von ¥ — 1 Kon-
stanten abhiingt, weil es oo! einander #hnliche Polyeder
gibt, und weil, wie in Abschnitt VIII von Band I
dieser ,Auslese* erortert ist, die Konstantenzahl eines
-beliebigen Polyeders gleich der Anzahl seiner Kanten
ist. Hierbei sei bemerkt, daB bei jedem Polyeder von
vorgeschriebener Umgrenzung eine trigonometrische
Relation zwischen den % Winkeln bestehen muS,
unter denen sich in jeder Kante die beiden dort zu-
sammenstofenden Polygonebenen schneiden, weil
solcher Winkel %4 vorhanden sind, wihrend die
Gestalt des Polyeders nur von ¥ — 1 Winkeln ab-
hiingt.

Auf dem Wege zu den soeben als ideal bezeich-
neten Zielen hat die mathematische Forschung bisher
nur einen sehr kleinen Schritt zuriickgelegt, indem
Herr Giintsche-Berlin im Grunert-Jahnckeschen
Archiv fiir Mathematik neuerdings ein Zahlentripel
gibt, durch welches einem Tetraeder fiir jede Kante,
fiir jede Umgrenzungsfliiche und fiir das Volumen eine
ganze Zahl zugewiesen wird.

Die folgenden Paragraphen zeigen jedoch nur
die Moglichkeit, auf sehr elementarem Wege un-
zihlig viele heronische sphiirische Dreiecke herzu-
stellen.

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL 14
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§2. Anpassung des Formelsystems an das Problem.

In Abschnitt VI dieses dritten Bandes meiner
,Auslese* ist lediglich aus den Formeln fiir die vier
Beriihrungsradien und die vier Umkreisradien das
Formelsystem abgeleitet, das ausreicht, um alle Fragen
zu beantworten, die sich auf das sphirische Dreieck
beziehen. Dabei wurden, im Hinblick auf diesen Ab-
schnitt, die Formeln besonders hervorgehoben, welche.
nur die trigonometrischen Tangenten der halben Seiten
und der halben Winkel enthalten, wobei besonders
die 16 Formeln betont wurden, welche lediglich
zwischen den sechs Zahlen:

tg%: tg%, tg—;—, tg%‘" tgg: tg%

bestehen, die fiir jedes sphiirische Dreieck mit den
drei Seiten a, b, ¢ und den drei Winkeln «, §, y
giiltig sind. DaB8 die Formeln, welche lediglich vier
oder mehr von den soeben genannten sechs Zahlen
enthalten, fiir das Problem der Herstellung heronischer
sphiirischer Dreiecke besonders wichtig sind, kommt
daher, daB, wenn eine dieser sechs Zahlen rational ist,
der zugehtrige Winkel heronisch sein muf, d. h. einen
rationalen Sinus und einen rationalen Kosinus haben
muf, wie schon im Anfang von § 1 hervorgehoben
ist. Der Kiirze wegen, und weil ein MiBverstéindnis
fast ausgeschlossen ist, so werden wir fiir die ge-
nannten sechs Zahlen kurz

a, b,c, o, ﬂ)}'
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sagen, 80 daB also z. B. ¢ nicht blo8 den Winkel ¢
bedeutet, sondern auch die Zahl, welche gleich dem
Tangens der Hilfte dieses Winkels ist. Die in Ab-

schnitt VI bewiesene Formel, welche tg% durch
tg%, tg%, tg% ausdriickt, lautet in der soeben ein-
gefiihrten kiirzeren Schreibweise:

(1) af = (abct+a+b—c)(abc+a—b+o) )
(—abc+a+b+c)(abec—a+b+c
Aus dieser Formel, welche von den sechs Stiicken
des sph#rischen Dreiecks a, b, ¢, &, f, y vier ent-
hiilt, leiten wir noch einige weitere Formeln ab, die
zwar fiinf von diesen Stiicken enthalten, aber zur
Kontrolle der in den folgenden Paragraphen vor-
kommenden Berechnungen vorziiglich geeignet sind.
Dabei wollen wir, nach Analogie einer in der ebenen
Trigonometrie iiblichen Abkiirzung,
abect+a+b+c¢
mit 2s bezeichnen, so da8 die Faktoren des Zihlers
des in (1) rechts stehenden Bruches s —¢ und s —b
werden, die des Nenners zu s —abc und s —a. Wir
erhalten demnach aus (1):

@) a2 (s—o)(s—0b)

T (s—abois—a)’
Analog ist:

g2 — (s—a)(s—¢o
(s—abo)(s—0b)"

14*



— 212 —

Aus beiden Formeln folgt durch Division:

«? (s—0)? & s§—0b
P T F T
Genau so kommt:
_8—c¢
y s—b’

80 da8 wir eine in sich symmetrische Kontrollformel
erhalten, némlich:

B a—a)=p—b=y-(—0),

die wir in den spiteren Berechnungen oft zur Kon-
trolle benutzen werden.

Eine zweite wichtige Formel ist geeignet, die dritte
Seite und den dritten Winkel zu berechnen, wenn
zwei Seiten und die ihnen gegeniiberliegenden Winkel
schon bekannt sind, und folgt aus einer der vier
Napierschen Analogien. Diese Napiersche Analogie

lautet: b—e
sin——
B—7r 2 o
B =Ty %y
s ——
2
Um t E tg L t b t ¢ einfiihren zu konnen
g0 By 85, 183 oz g

formen wir diese Formel mit Benutzung bekannter
goniometrischer Umformungen folgendermafen um:

B_te?  eind st benl
tg2 tg2 _smzcos2—coszsm2
B

Bio?  n oosl 4 cosLeinl
1+tg2tg2 smzcos2+coszsm2

. cotg% s
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woraus, nach Division des Zihlers und des Nenners des

rechts stehenden Bruches durch cos%- cos—- folgt:

B Y b c
ey %3 %3 oo
B. 7 b, ¢ 8%

1+tg5tgy tg5 +ig

Hiermit ist das Ziel, lediglich die trigonometrischen
Tangenten der Hilften der sechs Stiicke zu ver-
kniipfen, erreicht, und wir konnen, mit Benutzung
der eingefiihrten kurzen Bezeichnung, schreiben:

b—e 148y
Tbte f—7
Analog ergibt sich aus der Napierschen Analogie,

die derjenigen, von der wir soeben ausgingen, dual
entspricht:

() a=

(4)

B+y b—c
B—7y 1+be

Da die Konstantenzahl des sphirischen Drei-
ecks drei ist, so sind die Formeln (3), (4), (5) sehr
wichtig, wenn es darauf ankommt, eine Berech-
nung zu kontrollieren oder das fiinfte und sechste
Stiick zu berechnen, nachdem vier Stiicke berechnet
vorliegen. Sie niitzen jedoch nichts, wenn es darauf
ankommt, zunichst einmal vier Stiicke des allgemeinen
sphiirischen Dreiecks durch rationale Werte zu ver-
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kniipfen. Hierzu ist die Sinusformel besonders ge-
eignet. Um aber in

ginb  sinf

© sme — sny
.. b c B Y e e
die vier Zahlen th, tgg, tgg, tgg einzufiihren,
haben wir zu beachten, daB
2tg %
sind = ————p UsW.

ist, was in § 1 hervorgehoben ist, so daB, um
iiberhaupt einmal erst die Stiicke b, ¢, 8, y durch
heronische Winkel zu verkniipfen, es notwendig er-
scheint, die folgende aus (6) folgende Gleichung:

@) 2b.2y _ 2¢.28
T+ T+eNd+pY
dadurch zu befriedigen, da8 fiir b, ¢, 8, y rationale

Werte eingesetzt werden.

Wihrend beim schiefwinkligen Dreieck, wie soeben
gezeigt ist, es darauf ankommt, eine quadratische Glei-
chung, wie etwa Gleichung (7), zwischen vier Unbe-
kannten dadurch zu erfiillen, da8 die vier Unbekannten
rationale Werte erhalten, kommt es beim rechtwinkligen
Dreieck darauf an, dasselbe fiir drei Unbekannte zu
erreichen. Denn das rechtwinklige sphirische Dreieck
hat die Konstantenzahl zwei, und es gilt deshalb, zu-
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niichst einmal drei Stiicke zu finden, die heronisch
sind. Es liegt nahe, als diese drei Stiicke die drei
Beiten zu nehmen. Wenn wir dann von vornherein
die Tangenten der halben Seiten einfiihren wollen,
werden wir am besten Formel (1) benutzen, in der

tg% = tg45% =1 zu setzen ist. So entsteht:
_[aGe+ 1)+ @ =)@+ 1) — 6 — o)
[®+0) +al —50) [+ o) — al —bo))’
woraus folgt:
b4 —a2(1l —be)2=a(be+ 1) — (b — o2,
oder, wenn wir a? durch 52 und ¢2? ausdriicken wollen,
202 4 202 = a2(2 4 2b2¢2)

1

oder:
b2 + 2

®) “=Tyma

Natiirlich kann man diese fiir die Herstellung
heronischer rechtwinkliger sph#rischer Dreiecke funda-
mentale Gleichung auch aus der bekannten Formel
ableiten, welche die drei Seiten eines sphiirischen
Dreiecks miteinander verkniipft, also aus:

cosa = cosb - cosc .
Aus jhr folgt, bei Einfilhrung der Abkiirzungen
. a b c .
a, b, ¢ fiir tg-é-, tgg, th.

1—a3_1—b’ 1—e¢?
14+a2 1402 14¢
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oder:
1—a? 14 b2c2—02—c?
1+a? 1F0cE+b+te8’
woraus durch bekannte Proportionsumformungen folgt:
2a? 202 4 2¢?
T2 T 2 2b%c2’

also: .
a? — bt .
1+ b2e?

Wenn hiernach die drei Seiten eines rechtwinkligen
sphiirischen Dreiecks als heronische gefunden sind, be-
kommt man die Winkel als heronische am einfachsten
aus der Kontrollformel (3) dieses Paragraphen, in der
o« =1 zu setzen ist, weil tg45° =1 ist, so da man
erhilt:

) f=——F uwd y= ,

wo s=}(abc+ a+ b ¢) vorher zu berechnen ist.
Aus (9) erkennt man, daB die Winkel eines recht-
winkligen sphirischen Dreiecks von selbst heronisch
werden, sobald die Gleichung (8) durch rationale Werte
von a, b, ¢ befriedigt ist, d. h. sobald die drei Seiten
heronisch sind. Fiir das allgemeine sphirische Drei-
eck folgt ebenso aus (4) und (5), daB, wenn zwei
Seiten und deren Gegenwinkel als heronische be-
stimmt sind, die dritte Seite und der dritte Winkel von
selbst heronisch werden. Die Gestalt der Formel (4)
zeigt ferner, daB, wenn die drei Winkel und eine
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Seite heronisch ist, auch eine zweite Seite und da-
durch die dritte heronisch werden miissen. Wenn
drei Seiten und ein Winkel heronisch sind, so er-
kennt man das Heronischwerden der beiden iibrigen
Winkel am besten aus Formel (3). Wenn endlich
zwei Beiten, der eingeschlossene Winkel und ein
zweiter Winkel heronisch sind, also etwa b, ¢, «, B,
so folgt das Heronischwerden von y aus Formel (4),
wodurch dann nach (5) auch ¢ heronisch wird. Hier-
nach kann man allgemein aussprechen:

Wenn von den sechs Stiicken eines sphiiri-
schen Dreiecks irgend welche vier heronisch
sind, so miissen auch das fiinfte und sechste
heronisch sein.

Hiernach ist unser Problem, heronische sphiirische
Dreiecke herzustellen, fiir das rechtwinklige Dreieck
darauf zuriickgefiihrt, die Gleichung (8) durch rationale
Werte von a, b, ¢ zu erfiillen, und fiir das allgemeine
sphiirische Dreieck darauf, die Gleichung (7) durch
rationale Werte von b, ¢, B, y zu erfiillen.

§ 3. Rationale Lisungen gegebener Gleichungen.
In § 2 ist unser Problem, heronische sphirische
Dreiecke aufzufinden, darauf zuriickgefiihrt, die dort
(7) genannte Gleichung zu lésen, fiir die auch ge-
schrieben werden kann:
W I
A+ +y) A+ +pY’
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und zwar miissen die fiir b, y, ¢, § einzusetzenden
Zahlen rational sein. Welche von den vier Zahlen
als rationale gegeben sind, und welche gesucht, soll
hier vorliufig noch gleichgiiltig sein, und wir be-
trachten die Gleichung (1) als geldst, wenn wir b, y,
¢, f einzeln durch eine fiinfte Zahl rational ausgedriickt
haben, so da8 man fiir jeden beliebigen rationalen
‘Wert, den man der fiinften Zahl erteilt, zuniichst vier
rationale Zahlen erhillt, die sich auf ein und dasselbe
sphirische Dreieck beziehen. DaB dann auch die
fiinfte und sechste Zahl, also hier ¢ und «, rational
werden, und demnach ein sphirisches Dreieck mit
sechs heronischen Stiicken gefunden ist, ist in § 2
gezeigt. Ebenso geht aus § 2 hervor, da8 unzihlig
viele. rechtwinklige Dreiecke mit lauter heronischen
Stiicken gefunden sind, sobald man die dort mit (7)
bezeichnete Gleichung
b? -+ ot

@) = irpa

gelost hat, d. h. @, b, ¢ durch einen vierten Buch-
staben rational ausgedriickt hat. Welche von den
vier Buchstaben b, y, ¢, # man nun auch in (1)-als
Unbekannte betrachtet, immer ist diese Gleichung
eine quadratische. Die allgemeine Gleichung zweiten
Grades zwischen z und y diirfte aber iiberhaupt noch
nicht rational geldst sein, d. h. es gibt noch keine
allgemeine Methode, um rationale Werte zu finden,
die in die Gleichung:
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{Aw’y* + 2Ba?y+ C22+2B'zy2 4+ 2Dzy

®) + 2B+ CyP+2E y+F=0

fiir x und y eingesetzt, dieselbe erfiillen. Doch hat
Euler darauf aufmerksam gemacht, da8, wenn nur
ein einziges rationales Zahlenpaar bekannt ist, das,
fiir # und y in (3) eingesetzt, (3) erfiillt, sich un-
zihlig viele solche Wertepaare finden lassen. Man
erkennt dies, wenn man bedenkt, daB, wenn eine
Gleichung zweiten Grades fiir z eine rationale Wurzel «,
hat, auch ihre zweite Wurzel z, rational sein muf
und sich leicht berechnen lift. So kann man durch (3)
aus dem von irgend woher bekannten Zahlenpaare
z; und y, ein zweites #, und y, finden, und, indem
man nun die Gleichung (3) als quadratische Gleichung
fir y betrachtet, findet man dann weiter nach z,, ¥,
auf dieselbe Weise eine Zahl y,, welche mit z, zu-
sammen die Gleichung (3) erfiillt usw. Diese
Eulersche Methode, um aus einem als bekannt
vorausgesetzten Wertepaare weitere Wertepaare zu
finden, welche eine gegebene Gleichung zweiten Grades
zwischen z und y erfiillen, befriedigt den Mathematiker
aus zwei Griinden nicht, erstens, weil sie nicht angibt,
wie man das erste als bekannt vorausgesetzte Werte-
paar anders als durch Raten finden kann, zweitens,
weil es hiiufig vorkommt, daB die Eulersche Methode
nach einer Reihe von gefundenen Wertepaaren wieder
auf das Paar, von dem man ausging oder iiberhaupt
auf ein friiheres zuriic’ - dann nur eine
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endliche Anzahl von Wertepaaren statt der erwarteten
unzihlig vielen Wertepaare gefunden werden konnte.
Wir verwerfen daher hier die Eulersche Methode
und suchen unsere Gleichungen auf direckte Weise
rational zu losen, indem wir jeden der in den Glei-
chungen vorkommenden Buchstaben durch einen neuen
Buchstaben rational ausdriicken. Denn die Glei-
chungen (1) und (2) sind ja keine allgemeinen
Gleichungen zweiten Grades zwischen = und y, sondern
von solcher besonderen Art, da8 ihre rationale Losung
gelingt. Dafiir, daB nicht jeder Ausgangspunkt und
jeder Weg zum Ziele fiilhren mu8, diene das folgende
Beispiel.

Es liegt nahe, die Gleichung (1) des § 2 als
Ausgangspunkt zu nehmen, b und ¢ als bekannt, a
und « als gesucht zu betrachten, und (1) in folgender
Weise zu schreiben:

at(be + 1)2— (b —¢)?
“) =Tt —aGe—1p"

Da b und ¢ nur in der Form b4-¢, b—e¢, be 41
und b¢ — 1 vorkommen, so wird man b 4 ¢ mit s
und b — ¢ mit d bezeichnen. Dann ist 4 bc=s? —d?
und deshalb:

be+1=1%(s2—d2+4)
be—1=1%(s2—d2—4).
Hierdurch erhalten wir aus (4):

2_d2 2 —d2—4\2
(5) «a?s?—a? (s;iﬁ) = aq2x2 (“#) — dz
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Wir zerlegen nun die rechts und links stehende

Differenz der Quadrate in Summe mal Differenz und

erhalten dadurch:

) 4xsta(s2—d2+44) _ ax(s?—d*—4)—4d
an(s?—d?—4)+4d 4das—a(s?—d2+44)’

Indem wir nun jede der beiden Seiten der Gleichung (6)

. . a . .
mit v bezeichnen und dann T aus beiden Seiten aus-

driicken, erhalten wir das Gleichungssystem:

a xs—dv
; LT va(s—dt—4) + (s* —d? + 4)
@ a xsv-+d

L  a - —4)—(P—dr+ v~

Indem wir nun die beiden durch (7) fiir % erhaltenen

Briiche einander gleichsetzen, erhalten wir eine qua-

dratische Gleichung fiir «, welche die als gegeben

zu betrachtenden Gréfen s und d, sowie die Grife v

enthiilt, die willkiirlich ist oder iiber die wir noch

verfiigen konnen. Diese quadratische Gleichung fiir &

lautet:

v 8(s2—d24+4)—d(s? —d?—4)

vT—1 s(s2—d2—4)
d(s? —d? 4 4)

+s(s’—d3—4) -

Es gelingt nun nicht, bei gegebenem s und d iiber

v so zu verfiigen, daB diese quadratische Gleichung

. 62—2«-
®
0.
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rational lésbar wird, auBer in trivialen Fillen, die
wir ausschlieBen, wie z. B. d=10, d. h. b =c.

Nun muB man aber daraus, da8 der verfolgte
Weg nicht zum Ziele fiihrt, nicht etwa schlieBen, da8
es nicht gelingt, b, ¢, «, a rational auszudriicken, es
gelingt vielmehr auf einem weniger symmetrischen und
weniger naheliegenden Wege, wie § 6 zeigt.

Da8 es iiberhaupt gelingt, eine Gleichung rational
zu l6sen, die fiir , fiir y und auch fiir £ = y zweiten
Grades ist, zeigt folgendes Beispiel.

Es soll z und y bei gegebenem m rational durch p
ausgedriickt werden, wenn '

9 . 2ty +y=m?
ist. Aus (9) erhilt man:

(10) zz+y)=m+y(m—y),
Hieraus folgt:

z m—y
(1) m4ty w4y’

Indem man nun jede der beiden Seiten dieser Glei-
chung p nennt, erhdlt man:

g=p(m+y) uwnd m—y= p(w+y),
woraus ohne weiteres folgt:

1—p? 2p +p’
(12) Yy=m- IT_-I-—T und - $=M'1W.
Jede hier fiir p gesetzte rationale Zahl ergibt nun
eine rationale Losung der vorgelegten Gleichung (9).
Beispielsweise folgt fir m =1, p=4:

z=% wd y=§,
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8o daB z =3, y =5, m = 7 ein ganzzahliges Tripel
ist, welches die Gleichung (9) ldst, wenn man z, y, m
als Unbekannte betrachtet, und es darauf ankommt,
drei ganze Zahlen zu finden, welche die Gleichung (9)
erfiillen. .

§ 4. Erste Herstellung rechtwinkliger heronischer
sphiirischer Dreiecke.

Bei einem rechtwinkligen sphirischen Dreieck liegt
es wohl am nichsten, das sphiirische Analogon des
pythagoreischen Lehrsatzes, d. h. die Formel:

cosa = cosb - cosc
zu benutzen, um zu heronischen Lidsungen zu ge-
langen, d. h. zu solchen Seiten und Winkeln, da8
deren Sinus und Kosinus zugleich rational werden.
Schon in § 2 ist sowohl aus der soeben genannten
Formel als auch aus der Formel, welche beim schief-
winkligen Dreieck tgﬁ durch tg% tg%, tg% aus-
driickt, dlejemge Formel abgelemet welche beim

rechtwinkligen Dreieck tg 5 tg ) und tg 3 mit-

ema.nder verbindet. Wenn wir wieder fiir tg—— kurz a,

fiir tg— kurz b, fiir tg~ kurz ¢ schreiben, so lautet

die in § 2 bewiesene Formel welche a, b, ¢ mit-
einander verkiipft:
b2 4 ¢?

) &= {pie-
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Durch § 2 ist das Problem der Herstellung recht-
winkliger heronischer sphiirischer Dreiecke darauf
zuriickgefiibrt, rationale Ldsungen der Gleichung (1)
zu finden. Schon im ersten Abschnitt von Band II
dieser Auslese ist gezeigt, daB, wenn man fiir die
drei Seiten eines ebenen Dreiecks 2¢g, 1 —g2, 14 g2,
wo g rational ist, einsetzt, man erreicht, da8 das
Dreieck rechtwinklig wird, d. h. da8 das Quadrat
einer Seite gleich der Quadratsumme der beiden
anderen wird. Demgemiif setzen wir in (1) ein:

@) b-v=2g, c-v=1—g2, v=2f, bev=1—[2.

Das Multiplizieren mit dem noch unbestimmten,
aber als rational vorausgesetzten Faktor v geschah,
um méglichst allgemein bleiben zu kénnen. Hiernach

P, LR ©.
14722 1+72
Nun mu8 aber zwischen f und g eine Bedingungs-
gleichung bestehen, die man erhillt, wenn man bei (2)
beachtet, da8 das Produkt von b.v und c.v gleich
dem Produkte von v mit b.¢.v ist. Dann erhiilt man:

29(1—g)=2f1—17)

a

oder:

(3 P—g=rf—yg.

Aus (3) folgt, daB entweder /=g ist, oder daB
(4) r+rg+9=1

ist. Nun kann aber f nicht gleich g sein, wenn wir
triviale Fiille ausschlieSen, da dann @ = 1 sein miiBte,
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d. h. die Hypotenuse des rechtwinkligen sphirischen
Dreiecks 90 Grad wire. Also muB die in (4) ge-
nannte Beziehung zwischen f und g bestehen. Diese
aber ist schon in § 3 durch rationale Werte gelést.
Wir fanden dort durch die Gleichungen (9) bis (12)

fiir m=1:

= 1—p? 2p+pt

© r= A P
als die rationalen Losungen unserer hier mit (4) be-
zeichneten Beziechung. Wenn wir nun die in (5) ge-
fundenen Ausdriicke, in denen p jede rationale Zahl
bedeutet, in (2) einsetzen, erhalten wir:

_21-—-p) p tpt2p’ 2(1—p7)

T3+ T iHpFP T+t
oder
p2ptp c=h_(2p+w)*:u1—m*
1—p*’ l1+p+p*/ 1" 1+p+p?
oder
e (A+3p+2pQ—p) _  1+2p
2 +p2p+9)1—p)1+p) 2(1+4+p+p?
. . 1+4%,
Endlich erhalten wir aus ¢ = 1__]_—73'

_1+2p47p°+6p°+2p°
C 24 2p+pr+2p+2pt
Die Einsetzung jeder positiven oder negativen
rationalen Zahl fiir p in die fiir @, b, ¢ gefundenen
Ausdriicke mu8 nun die drei Seiten eines rechtwink-
ligen heronischen Dreiecks ergeben. Die Winkel g
Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL 15




— 226 —

und y findet man dann durch die in § 2 bewiesenen
Formeln
s—a s—a

(8) B= S S
wo 2s=abc+a+b+c ist.

Ehe wir zu Zahlenbeispielen iibergehen, bemerken
wir noch, daB jede aus den Ausdriicken fiir a, b, ¢,
néimlich:

_1+2p+7p2+6p°+2p*
24 2p+pP42pt42pt
2p+p° 14 2p ’
b=y ™ Siraptas
resultierende negative Zahl in die entsprechende po-
sitive verwandelt werden kann, weil die zu erfiillende
Gleichung (1) nur die Quadrate von a, b, ¢ enthiilt.
Dieses ist bei den folgenden fiinf Beispielen be-
achtet, in denen a, b, ¢, B, y stets positiv geschrieben
ist, und die aus (7) und (6) durch Einsetzung von
positiven oder negatxven, aber rationalen Werten fiir p
hervorgehen.

1. p=1 ergibt: a=343%, b=%,c=4%, f= 4§,

O]

?=134%;
2. p=—4} ergibt: a=4, b=%, c=+;, =4},
? =4

3. p=+2 ergibt: a=148, b=§, c=45;, f=4¢,
y =48
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4. p=+f ergibt: a=4f, b=5§,c=4, f =48,

y=14
5. p=—3 ergibt: a =39, b=4,c=4%, =145,
y=+H.

Man erkennt, daB die Beispiele 1., 4., 5., obwohl aus
Werten von p hervorgehend, die keinen Zusammen-
hang zeigen, unter sich einen auffallenden Zusammen-
hang offenbaren. Uber solche Zusammenhinge und
die Moglichkeit, aus einer auf ein heronisches Dreieck
beziiglichen rationalen Wertgruppe beliebig viele
neue Wertgruppen abzuleiten, wird § 8 ausfiihrlich
handeln.

Bei numerischen Ausrechnungen, wie sie die obigen
finf Beispiele p =1}, p=—4, p=+2, p=+4,
p = —4§ ergaben, benutzt man am besten die Formeln (7),
um die drei Seiten zu finden, dann, um S und y zu
finden, die beiden Formeln, die der in § 2 mit (1)
bezeichneten analog sind, endlich die Formeln (9) des
§ 2 zur Kontrolle.

§ 5. Zweite Herstellung rechtwinkliger

heronischer sphiirischer Dreiecke.

Die in § 4 geleistete Herstellung rechtwinkliger
heronischer sphiirischer Dreiecke beruhte auf der
Relation, die zwischen der Hypotenuse und den

15*
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beiden XKatheten eines solchen Dreiecks besteht,
d. h. auf der Relation:
tg’% + tg?%
(1) tg?_ = b e ’
2" L te2 2
14-tg 3 tg 3

oder, was dasselbe ist, auf der Relation:
2) cosa = cosb - cosc .

Es war also das Produkt der Kosinusse zweier
heronischer Winkel wieder als Kosinus eines heroni-
schen Winkels darzustellen. Man kann jedoch auch
von der Relation ausgehen, die zwischen der Hypo-
tenuse, einer Kathete und dem dieser Kathete gegen-
iiberliegenden Winkel besteht, also zwischen a, b und S.
Nach dem Sinussatz der sphirischen Trigonometrie
liBt sich diese Relation so schreiben:

3) sinb = sina -sinf .

Hier erscheint nun das Produkt der Sinusse
zweier heronischer Winkel als Sinus eines heronischen
Winkels. Man kann deshalb die auf Formel (3) be-
ruhende Herstellung heronischer sphirischer Dreiecke
auf die in § 4 geleistete auf Formel (2) beruhende Her-
stellung dadurch zuriickfiihren, da man a = 90° — o/,
b=90"—¥, ¢=90°—¢ setzt, und dann o' =0,
¥ =a,d=f setzt. Da wir nun aber, wegen unserer
in § 2 eingefiihrten kurzen Schreibweise

o v 4
t8—2'» tgg, tg;
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einzufithren haben, so ist

tg-;— durch tg (45° — %), tg—g— durch tg(45° — %) s

tg —‘::— durch tg (450 — %)

zu ersetzen, oder, wegen der Abkiirzung:
_l—a@ o 1-¥ 1
1+a° 14+’ ~ 1+4¢
zu setzen. Natiirlich hat man auch umgekehrt:
_1—a _1-% /e 1—e¢
T 14a’ T 140’ T 1+4e¢’
Fiihrt man dies in die drei Formeln ein, die in
§ 4 durch (7) bezeichnet sind und die @, b, ¢ durch p
ausdriicken, so erh#lt man:
1 —6p2—4p8
3+ 4p + 8p? 4 8pB 4 4p*’
1—2p—2p2
142p °
14 2p?
3+4p+2p?°
Nachdem wir noch Ziihler und Nenner des fiir b
erhaltenen Quotienten in Faktoren zerspalten haben,
bekommen wir b, a, B in folgender Gestalt durch p

ausgedriickt:
p— 11291 — 2p — 2p7)
@ (1 +2p9)(@B +4p+2p?)’
_1—2p—2p? 14 2p?
=1+ > P rmprar

o oder b=

Y oder a =

¢ oder =
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Um nun auch noch ¢ und y durch p auszudriicken,
benutzen wir die schon in § 2 erwiihnten, aus den
Napierschen Analogien folgenden Formeln, indem wir
& = tg45° durch die Zahl 1 ersetzen, also die Formeln:

14+8 a—b 148 a—>

~1—f 1¥as ™ 7=r_—g'm'
Zunichst ergibt sich:
146 _ 20 +p+27)
1—8 1+42p
a—b 14 2p?44p34 2pt
at+b 20 +p+pY
Fiir ¢ — b erhiilt man:
p— 1 —2p—2p%) (2 + 4p® + 8p% + 4pt)
1 +2p)(1+2p1) (3 + 4p + 297 '’
ferner fiir 1 4 ab:

14ab=

c

und

a—

4 + 8p% 4 16p® 4- 8p*
1+2p)B+4p+2p3)°
So erhiilt man zuniichst:
a—b _ (1—2p—2p".2.(1+2p? + 4p* + 2pY)
1+ab  (1+2p)-4-(1+ 2p* + 4p° + 2p%
oder:

a—b 1—2p— 2p?
1+ab  2(1+2p) °
also durch Einsetzen:

e —22—2001 +p+p7) .

5 B (1 + 2p)? ’
©) 1+ 297 + 4p° + 2p*

P IR
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Somit ist unser Ziel, a, b, ¢, B, y bei einem
rechtwinkligen sphiirischen Dreieck durch einen und
denselben Buchstaben rational auszudriicken, erreicht,
und dadurch auch unzihlig viele rechtwinklige sphi-
rische Dreiecke hergestellt, in denen alle Seiten und
alle Winkel heronisch sind, d. h. sowohl ihren Sinus
wie auch ihren Kosinus rational haben.

Als Beispiel wihlen wir p = 4. Dadurch erhilt
man:

a=1%, b=+, c=5%, b=+, r=4%4.
Wie in § 4 konnte jeder negative Wert, der sich
ergab, in den entsprechenden positiven verwandelt
werden. Aus diesen Werten folgt fiir die Sinusse:
sing = 4, sinb=— 2%, sinc— Ak,
sinc =1, sinf=4$$, siny = {4f2 .
Wenn wir zweitens p = } setzen, erhalten wir:

a=-115, b=11551-, 0='21§35y ﬁ=H’ 7=H'g'

§ 6. Erste Herstellung schiefwinkliger hero-
nischer sphiirischer Dreiecke.

Die Sinusformel der sphirischen Trigonometrie
erhilt, wenn man die eingefiihrte Abkiirzung, wonach
b statt tg%, ¢ statt tg—;—, B statt tgg, y statt tg%
geschrieben wird, beachtet, die folgende Form:

1 2y 20 28 2¢
@ 1492 140 1482 146
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Die Gleichung (1) enthilt vier Variable y,5, 8, ¢,
und ist fiir jede derselben vom zweiten Grade. Man
kann daher das Problem stellen, zwei von den vier
Variabeln als bekannt, zwei als unbekannt ansehend,
diese letzteren durch die beiden ersteren rational aus-
zudriicken. Nach § 3 gelingt es ja in manchen
Fiillen, bei einer Gleichung zweiten Grades zwischen
zwei Unbekannten 2 und y, diese durch einen und
denselben Buchstaben rational auszudriicken, so daB
jeder rationale Wert, den man fiir diesen Buchstaben
setzt, ein Wertepaar fir z und y hervorruft, das die
Gleichung erfiillt. In § 3 war beispielsweise die
Gleichung

2+ xy + y? =m?
auf diese Weise rational gelst. Eine solche Losung
der Gleichung (1), bei der etwa jede der Unbekannten
b und ¢ durch B und y rational ausgedriickt werden,
erscheint nun unméglich. Man ist vielmehr auf das
auch im § 3 erwihnte Eulersche Verfahren ange-
wiesen, indem man aus zwei Werten von b und e,
die als gefunden betrachtet werden, unzihlig viele
Wertepaare nacheinander gewinnt. Wohl aber gelingt
es, die Gleichung so zu losen, daB entweder jede der
vier GroBen b, ¢, §, y durch eine fiinfte rational aus-
gedriickt erscheint, oder, daB drei derselben, etwa
b, ¢, y, durch die vierte, also B, rational ausgedriickt
wird. Fiir eine spitere Anwendung unserer Methode
- der Herstellung heronischer sph#rischer Dreiecke auf
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das Problem, Polyeder zu finden, bei denen alle
Kanten, alle Begrenzungsflichen uud auch das Vo-
lumen ganzzahlig werden, ist die zuzweit erwihnte
Losung, bei der eine der vier GroBen eine beliebig
gegebene rationale Zahl ist, brauchbarer, als die erste.
Indem wir die zweite Losung in § 7 zu behandeln
vorhaben, beschrinken wir uns hier zuniichst darauf,
die Gleichung (1) so zu losen, daB jede der vier
GroBen b, ¢, B, y durch eine fiinfte rational aus-
gedriickt wird.

Da jeder der beiden in (1) gleichgesetzten Aus-
driicke im Nenner das Produkt zweier Quadratsummen
zeigt, 8o liegt es nahe, den auch in der Zahlentheorie
verwendbaren Umstand zu benutzen, da8 das Produkt
zweier Quadratsummen auf zweifache Weise als
Quadratsumme dargestellt werden kann, oder da8

_[A+pP+(@—9?
@ G+l +a)= {(1 —pg+(p+ q)’}

ist, eine Identitit der elementaren Arithmetik. Wenn
wir jedoch die Identitéit (2) ohne weiteres auf (1) an-
wenden wollten, indem wir etwa erstens yb = fe-v,
zZweitens
(3){(1+rb)’+(y—b)”}.={(1+ﬂc)’-v+(.8—c)’-v}
A=yt +@+0)* 1—peo?-v+(B+o)} v
setzen, 80 wiirden wir nur zu trivialen Lisungen, wie
etwa y=pf, ¢c=0>b und dgl, gelangen. Wohl aber
konnen wir den Umstand benutzen, daf in (1) links
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und rechts im Zihler dieselben Buchstaben als Fak-
toren auftreten, die links und rechts im Nenner als
Quadratbasen auftreten, indem wir einerseits setzen:

z
r=x, =%’

andererseits: p
==, c=?y.

Dadurch erhiilt man, weil

z-(fz-y)=2-(fy-z)

ist, die folgende Gleichung:
(@) Q+2)@ 4722 =>10+2)@+ 9.
Es handelt sich also nur noch darum, die Gleichung (4)
rational zu lésen, d. h. z, ¥ und z rational durch f
auszudriicken. Dies zu bewerkstelligen, benutzen wir
die oben erwihnten Identitiiten iiber das Produkt
zweier Quadratsummen, indem wir (4) verwandeln in:
B) @+ 22+ @y — 3 =(yz—2)*+ (fy+ =)
Die Gleichung (5) wird unter anderem durch die
Lisung des folgenden Gleichungssystems erfiillt:

{ y+fez=fyzr—= }

sy —fa=[y+zz ]

Die zweite Gleichung dieses Systems, in der z be-
vorzugt erscheint, gestattet es, y und » einzeln linear

durch z und eine neue GroBe v auszudriicken. Man
kann sie n#mlich so schreiben:

(7) ye—f)==2=+/1),

(6)
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woraus folgt:

® {y=@+fw}.

r=(x—f)v

Setzt man diese Ausdriicke fiir ¥ und %z in die erste
Gleichung des Systems (6) ein, so erhiilt man:

O) @+Not+re@E—v=7@=—[)o*—z.

Damit sich nun 2 durch f rational ausdriicken lasse,
wollen wir iiber die eingefiihrte und noch unbestimmte
GroBe v so verfiigen, daB der Koeffizient von x2 ver-
schwinde. Dies geschieht, wenn fv = fv? ist, und,
da f=0 und v =0 auf triviale Fille fithrt, wenn
v=1 ist. Dann wird aber aus (9):

z+f—fla=—f—2

oder:
_fr+1
Hieraus folgt dann durch Einsetzen in (8):
fer—1 3
y= 2 und x=f2_2,

woraus durch weiteres Einsetzen folgt:
_fP4n _ sf
Y=t 277 —1’
3f _rere—1)

(4

P=p—2 = p¥1

(11)
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Um nun auch &« und a durch f rational auszu-
driicken, haben wir aus § 2 die Formeln (4) und (5)
zu benutzen. Dadurch erhalten wir:

_ A4 _fer+9
(12) a_f(f’—‘.?) und a—2f2_1.

Da die Sinusformel unser Ausgangspunkt bei der
Herstellung der heronischen sphiirischen Dreiecke war,
80 liegt es nahe, auch sina, sinbd, sinc, sinx, sing,
siny durch f auszudriicken. Wir erhalten:

2P+ 4@ —-1)

e = A I DA+ D)’
: 2/ — DA +1)
BN R VI S FYCE K
. 67272 —1)
e Frnar+n’

(13) ;
dnp—SIP=2)
+DE+49)
_2frr+nEer—1)
S @r+nr-r+y’
2f*+1)([*—2)
PO -+

Die Sinusformel liefert nunmehr eine schtne Be-
stitigung. Denn es ist:
a sinb sine  (24-4)(2/*—1)
a sinf sny (P—2)A7+1)°

siny =

2
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Als Beispiel withlen wir f = 2. Dadurch erhalten
wir aus (11) und (12):

(15) a=218,b=4§, c=4t, a =141, =3, y=5.

£
2 2
tg—;- fiir f= 2 berechnet haben, berechnen wir auch

Nachdem wir so tg%, tg%, tg%, tg%, tg

die Sinusse fiir f= 2, und zwar aus (13). Es er-

gibt sich:

(16) { singa = 334, sinb=§4, sinc=}4;
sing = 44§, sinf=4, siny=5%.

Jede der soeben gefundenen oo! Losungen des
Problems, heronische sphirische Dreiecke herzustellen,
kann nun als Ausgangspunkt fiir das in § 3 ge-
schilderte Eulersche Verfahren dienen. Um dies zu
zeigen, eliminieren wir aus (6) nicht wie oben y und %,
sondern z und z, wodurch eine Gleichung zweiten
Grades zwischen f und z entsteht. Dadurch erhalten
wir aus der ersten Gleichung des Systems (6):

yfz—1)==z(fx+1)
{a;=(fx—1)v}
y=(Ffr+1v |’

Der Einfachheit wegen nehmen wir v =1 und er-
halten durch Einsetzen in die zweite Gleichung des

oder:
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Systems (6) die nur zwischen f/ und 2z bestehende

Gleichung: PP P
2 __z. — =
17 22—z =1 P 0.
Diese Gleichung ist so geschrieben, als wenn z un-
bekannt ist; schreiben wir sie so, als ob / unbekannt
ist, so erhalten wir:
22+241

a9  p-r TS0

Nun wissen wir aus dem obigen Verfahren, das uns
% rational durch f ausdriicken lieB, daB das Werte-
paar =2, x =3 die Gleichungen (17) und (18)
erfiillt. Bezeichnen wir also die beiden Wurzeln von
(18) mit f; und f;, so erhalten wir:
fl-f,=-|-% oder f; = 3"1f1 %,
wo die Ausgangswerte z; und f; genannt sind. Aus
fo = 4 folgt nun durch (17):
-G+, 42, 14
Zg == f; =1 Ay = 5 3= 5"
Dann folgt weiter:
f2ﬁ!='fbl" f;i='1'lﬁ': % =—%t.
So entstehen aus dem heronischen Dreieck, in welchem
b=%,c=4, =3, y=5, alto 2=3, =2
ist, unzihlig viele andere, niimlich:
131 =3, G = JBL ’
Be=2%, =14,
ﬁ& = H y G = TET .

ooooooooo
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Dies ergibt fiir die Sinusse eine Reihe von oo! Lo-
sungen, die so beginnt:

sinfy =4, sine=44$, siry;=oy, sind=4§4;
sinf,=44%, sine,—=§3%, siny,=344§, sinb=§44;
m‘ﬂs $44, sincg= 80y, siny;=444$4, sinby =145

ooooooooooooooooooooo

§ 7. Zweite Herstellung schiefwinkliger hero-
nischer sphiirischer Dreiecke, eins von den
sechs Stiicken ist beliebig gegeben.

In § 6 war eine Methode gefunden, um jedes von
den sechs Stiicken eines sphiirischen Dreiecks durch
ein siebentes rational auszudriicken; hier soll eins der-
selben, wir wihlen §, als beliebig gegeben betrachtet
werden. Wenn wir dann y, b und ¢ durch § rational
ausgedriickt haben, kénnen wir nach § 2 auch @ und
o durch B rational ausdriicken. Wie in § 6 gehen

B e 7
5 By 8,

tg% miteinander verkniipft, und die, wenn wir wieder

wir von der Beziehung aus, die tg

fiir die soeben genannten Zahlen kurz f,c¢, y, b

sagen, folgendermafBen lautet:

(1) B0 = y:b .
T+ +e) (1+yH(A+09

Wir setzen ¢ = a:7y’ y=§8=, b=%, lassen aber
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das als gegeben betrachtete § unveriindert. Dadurch

erhalten wir:

(2) ﬁ'(xyx) = (,Bx)(a:y) ,

I+ +2297) 1+ 22 @+ 97)

so da8 wir nur die Gleichung:

@) A+p)E+22y) =010+ 2 +9°)

zu erfiillen haben. Wie in § 6 stellen wir links und

rechts das Produkt der Quadratsummen als Quadrat-

summe dar. So kommt: '

@) E+Bzy)+@y—pr)*=Brz—y)+(B2y+2)
Die uns gegebene Gleichung (1) ist also rational

geltst, wenn wir unter anderem das folgende Gleichungs-

system rational l6sen:

o {x+ﬂxy=ﬂxw—y}.
zy—pfr=Pzry+c

Aus der ersten Gleichung dieses Systems folgt:

®) y-Br+1) =z Bz—1).

Demnach kénnen wir sowohl y als auch y und %

durch 8, z und einen Proportionalititsfaktor, den wir
v nennen, ausdriicken, niimlich:

2=B-z4+1)-v
O { _
y=@B-x—1).v.
Durch Einsetzen dieser 8, z, v enthaltenden Aus-

driicke fiir # und fiir y in die zweite Gleichung des
Systems (5) erhalten wir:

B z(z—1)v—BBx+1)v=4B%22—1)v 4 =
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Es handelt sich jetzt darum, die Gleichung (8),
die zweiten Grades fiir = ist, durch Verfiigen iber v
zu einer Gleichung ersten Grades zu machen, damit
z durch B rational ausdriickbar sei. Dieser Zweck
kann auf zweierlei Weise am einfachsten erreicht
werden, erstens dadurch, daf wir den Koeffizienten
von z verschwinden lassen, zweitens dadurch, da8 wir
das von z freie Glied verschwinden lassen. Beide
Wege filhren zum Ziele. Wir wihlen den ersten
Weg. Wenn in (8) der Koeffizient von 2 verschwinden
soll, muB sein:

po—pror
oder, da v = 0 auf triviale Losungen fiihrt,
1
9 U=

Durch Einsetzen dieses Wertes von » wird aus (8)
eine Gleichung ersten Grades fiir =, nimlich:

oder: : 1 _po
o T Ok
Aus (10) erhdlt man durch (7):
—3 24 B2
) y=grop wd xzﬁ”(1+ﬁ2ﬁ’)'

Nun hatten wir oben die GriéBen z, y, x# ein-
gefiihrt, indem wir y = gz, b= ;;—-, c= % gesetzt

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. ITL. 16
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hatten. Setzen wir demgem#f die fiir z, y, z er-
haltenen und B enthaltenden Ausdriicke ein, so er-
halten wir, nachdem wir die Minuszeichen vor den
Ausdriicken fiir b und fiir ¢ fortgelassen haben, was
wegen der Ausgangsgleichung (1) gestattet ist:

___Lﬂg b=1;ﬂz
2 Y=BA+2py’ 38’
38(1— B

Tareme+A)”
Eine Bestitigung der Berechnung erhilt man durch

die Sinusformel. Denn fir ~=0 und fiir “2° erhalt
sinfB siny
man iibereinstimmend:
3(1—5Y
117+

Die noch fehlende Seite a und den noch fehlenden
Winkel & gewinnen wir wieder aus den in § 2 be-
wiesenen Formeln

Bty b—c b—c 148y
=-—2". und &= .

B—7y T+be bte B—y
Es ergibt sich, nachdem die entstehenden negativen
Werte in die entsprechenden positiven verwandelt sind,

2(1—p%? 3.-8(1— 8%
13) a=———""> ud oa=g—~ 17—,
09 0=g g+ 7-(+7 459
it sind tg L, tg, tg2, tg2, tg% 4

Damit sind tg2, tg2, tg2, tg2, tg2 durchtgg
rational ausgedriickt und dadurch die Moglichkeit

a
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gegeben, heronische sphiirische Dreiecke auch dann
herzustellen, wenn einer der drei Winkel als hero-
nischer irgendwie gegeben ist.

Als Beispiel wihlen wir den heronischen Winkel,
dessen Sinus }§, dessen Kosinus also 8 ist. Der
Tangens der Hiilfte dieses Winkels, also § ist dann §.
Dann erhalten wir aus den obigen Formeln (12) und (13):

r=4, c=%#f, b=+, a=gf, o=+,

Diese Resultate werden durch die Sinusformel be-
stitigt. Denn es.ist:

iny 301117 L 45.11.17
Y="13.53 °’ = 753.349 °*
180 25.13.27 . 45.349

snb =359’ M= gie13 * "%~ o3
Wenn statt eines Winkels, wie oben, eine Seite ge-
geben ist, so gewinnt man die gesuchten Stiicke durch
polare Umformung der obigen Formeln oder durch
Vertauschung von f mit ¢. Da auch beim recht-
winkligen Dreieck ein Winkel, némlich der rechte,
eine vorgeschriebene Grife hat, so miissen sich aus
den obigen, B enthaltenden Ausdriicken fiir y, ¢, b,
a, ¢ auch solche fiir das rechtwinklige Dreieck er-
geben, wenn man § in x, y in 8, b in a, a in ¢,

¢ in b verwandelt und dann «, d. h. tg—g-, d. h, 459,

gleich 1 setzt.
16*
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§ 8. Herstellung unzihlig vieler neuer hero-
nischer sphiirischer Dreiecke aus einem einzigen
durch den reziproken Zusammenhang.

Da in der sphiirischen Trigonometrie aus jeder
richtigen Beziehung eine neue richtige Beziehung
hervorgehen muB, wenn die Seiten in die Supplemente
der Winkel und die Winkel in die Supplemente der
Seiten libergehen, so muf auch, da

. th
ist, sus jeder richtigen Wertgruppe a, b, ¢, «, 8, ¥,
die sich auf die sechs Stiicke eines heronischen
sphiirischen Dreiecks bezieht, eine neue richtige Wert-

gruppe a, by, ¢;, &, By, 7, entstehen, wenn man

1 b 1 _1
al—a» 1=ﬁ’ 1 y
und zugleich:
1 1 1
m=— b=7, n=-

setzt. So geht beispielsweise aus der in § 6 mit Nr. 15
bezeichneten Wertgruppe:

() a=2g, b=4, c=2¢, a=1, f=3, y=5
die folgende neue hervor:

(2) ":=‘1“';: b=%, e=%, a=v%, f=%, y=+%-
Einen solchen Zusammenhang zweier Wertgruppen fiir

die sechs Stiicke eines sph#rischen Dreiecks wollen
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wir den polaren nennen, da es iiblich ist, die oben
geschilderte Verwandtschaft zweier ephii.rische} Drei-
ecke polar zu nennen.

Zu einem anderen Zusammenhang von Wertgruppen
filhrt die Wahrheit, daB zwei Winkel, die sich zu
180 Grad ergiinzen, denselben Sinus haben, in Ver-
bindung mit dem Umstande, da8 der in § 6 und § 7
befolgte Weg zur Herstellung richtiger rationaler
‘Werte fiir die sechs Stiicke eines heronischen Dreiecks
lediglich auf der Sinusformel beruht. Da ni#mlich
zwar 8in(180 — @) = sina ist, aber

tg-;—(ISO —a)= cotg% = —la—
tg-2—

ist, 80 muB jede in § 6 und § 7 aus der Sinusformel
giny - sindb = sin B - sine
abgeleitete Wertgruppe fiir ¥, b, 8, ¢ zu einer neuen
filhren, wenn man die dort fiir tg%, tg%, tgg, tg—;—
angewandten Zahlen y, b, 8, ¢ simtlich oder teil-
weise in ihre reziproken Werte verwandelt. Wenn
man sie simtlich in ihre reziproken Werte ver-
wandelt, so wire dies dasselbe, als ginge man von
einem sphirischen Dreieck 4 BC zu dem A gegentiber-
liegenden Nebendreieck A’B( fiber, das entsteht, wenn
man auf der Kugelfliche 4B f{iber B hinaus, AC
iber C hinaus bis zum zweiten Schnittpunkte 4’ ver-
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lingert. DaB dann a und « in jhren Werten un-
veriindert bleiben, folgt sowohl aus der Figur, als
auch aus den in § 2 bewiesenen Formeln:

B+y b—e b—ec 148y

3) a=ﬁ———_7’-1+bc und a=b+c' =y’
von denen jede in sich selbst {ibergeht, wenn man
% statt b, % statt ¢, % statt g, % statt y setzt.
Wenn man jedoch von den Werten fiir b, ¢, §, y
nur einen Teil in ihre reziproken Werte verwandelt,
so kann zweierlei stattfinden, erstens @ und « bleiben
unveriindert oder gehen in ihre reziproken Werte
iiber, zweitens @ und & erhalten véllig neue Werte,
die weder mit den alten iibereinstimmen noch auch
ihre reziproken Werte sind. Dabei ist, wie friiher,
das Vorzeichen als gleichgiiltig anzusehen, so da8 wir
immer das etwa entstehende —a in -+a verwandeln.
Im ersten Falle nennen wir den Zusammenhang des
neu entstehenden Dreiecks mit dem alten trivial,
im zweiten Falle reziprok. Natiirlich kénnen auch
statt b, ¢, B, y andere zwei Seiten und ihre Gegen-
winkel gewihlt werden. Beispielsweise hiingt mit der
in § 6 unter Nr. 15, hier mit Nr. 1 bezeichneten
Wertgruppe diejenige trivial zusammen, die entsteht,
wenn man @, ¢, &, y in ihre reziproken Werte ver-
wandelt, also:

(4) a=+%, b=4%, c=+7, a=+4, =3, y=1¢.
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Wenn man nun blo8 zwei Seiten oder bloB zwei
Winkel in ijhre reziproken Werte verwandelt, die
dritte Seite bzw. den dritten Winkel unveriindert lLiSt
und darauf aus den nunmehr vorliegenden drei Seiten
bzw. drei Winkeln die noch unbekannten Winkel bzw.
Seiten berechnet, so wird man finden, da8 immer der
Gegenwinkel der dritten Seite bzw. die Gegenseite
des dritten Winkels unverindert bleibt, aber die Werte
der beiden anderen Winkel bzw. Seiten reziprok
werden. Wenn man also etwa in der hier mit (1)
bezeichneten Wertgruppe a unverindert 1i6t, b und ¢
aber reziprok setzt, 8o werden § und y auch reziprok,
« aber bleibt unverindert; man erhilt nimlich:

(6) a=38, b=}, o=, a=3%, f=3, y—}.

‘Wenn man jedoch von den Werten fiir zwei Seiten
und ihre Gegenwinkel drei unverindert 1i8t, aber fir
das vierte Stiick den reziproken Wert setzt, oder,
wenn man den Wert eines von solchen vier Sticken
reziprok setzt, die Werte der drei anderen aber un-
verindert 1i8t, so wird man eine ganz neue Wert-
gruppe finden, die mit der alten nicht trivial m-
sammenhingt Beispielsweise transformieren wir die
oben mit (4) bezeichnete Wertgruppe, indem wir von
b, B, c, y die drei Stiicke b, ¢, y unverindert lassen,
B aber reziprok setzen. Dadurch ergeben die Formeln (3)
a=43, a = 3%, sodab wir durch den reziproken Znsam-
menhang fast miihelos die neue Wertgruppe erhalten:
(6) a=ﬁ! b=?’ 6=-‘§1—, a=§“£, p=«}’ 7=*_
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Zweitens wollen wir die mit (2) bezeichnete Wertgruppe
dadurch in eine neue verwandeln, da8  wir von den
Werten fiir 4, ¢, 8, y die von b, ¢, ¥ unverindert
lassen, aber den Wert § von S in seinen reziproken
Wert §¢ verwandeln. Dadurch erhalten wir a = $f,
o« = 4§, also die neue Wertgruppe:
(N ao=%F,b=%,c=%, a=4, p=4%, r=+¢.
Von dieser Wertgruppe (7) ausgehend, wollen wir
nun vermittels des reziproken Zusammenhangs erstens
dadurch eine neue bilden, da8 wir von b, ¢, 8, y nur b
in den reziproken Wert verwandeln, b, 8, y aber un-
verindert lassen. Dadurch entsteht @ = 1L, & = 1§,
also die Wertgruppe:

@) a=3L, b=3,c=%, a=23, f=4, y=+7.
Zweitens transformieren wir (7), indem wir & unver-
indert lassen, und bei ¢, §, y die reziproken Werte
nehmen. Dadurch kommt:

(9) =3, b=}, c=5, a=1f, f=F, y=24¢.
Drittens transformieren wir (7), indem wir § unver-
#ndert lassen, und bei b, ¢, y die Supplemente nehmen.
Dadurch erhalten wir:

(10) a=+, b=3,¢c=5, a=1%, =%, y=2%*.
Man erkennt, daB die drei aus der Wertgruppe (7)
durch den reziproken Zusammenhang abgeleiteten

‘Wertgruppen unter sich trivial zusammenh#ingen, indem
bei (8) und (9) b, ¢, B, y, bei (8) und (10) a, ¢, «, ¥,
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bei (9) und (10) @, b, &, B in ihre reziproken Werte
verwandelt erscheinen,

Um aber erkennen zu lassen, da8 man aus einer
als richtig gefundenen Wertgruppe fiir ein heronisches
sphiirisches Dreieck drei véllig neue Wertgruppen
ableiten kann, und zwar dadurch, da8 man von den
Werten fiir zwei Seiten und ihre Gegenwinkel drei
unveriindert li8t, das vierte aber in den reziproken
‘Wert verwandelt, gehen wir wieder von der oben mit
(7) bezeichneten Wertgruppe aus, und transformieren
diese Wertgruppe auf dreifache Weise, um zu villig
neuen Dreiecken zu gelangen.

Erstens: es bleibe ¢, 8, y unverindert, b werde reziprok.
Zweitens: es bleibe ¢, & , y unveriindert, a werde reziprok.
Drittens: es bleibe a, & , § unveriindert, b werde reziprok.

Je nachdem man eine dieser drei Transformationen
an der mit (7) bezeichneten Wertgruppe vornimmt,
erhiilt man die neuen Wertgruppen:

(1) a=11,b5=3,c=}, a=28, f=t, y=o(;

a2) { =48, b=4413, c=1}, a =13,
ﬂ & Y =115

a=14}, b=3, e=3381, =1},

{ B=%, y=280.

Man beachte, da8 diese Methode, um sus einer

richtigen Wertgruppe neue Wertgruppen zu erzeugen,
sehr wenig Berechnung nitig macht, indem man ja

13)



— 250 —

blo8 aus den bei dieser Transformation vorliegenden
vier Stiicken nach dem hier oben mit (3) bezeichneten
Formelpaare zu rechnen hat, um die dritte Seite und
den dritten Winkel zu bestimmen.

Der Einfachheit wegen haben wir oben bestimmte
Zahlen gesetzt, um die soeben besprochene ergiebige
Transformation deutlich vor Augen zu filhren. Na-
tirlich kann man die vorstehenden Betrachtungen
auch ausfithren, indem man die Formeln gebraucht,
welche in § 6 @, b, ¢, &, 8, y durch f oder in § 7
a,b,e, &,y durch § ausdriicken, und auf diese
Weise statt neuer Wertgruppen neue Formeln ge-
winnen, indem jedem rationalen Werte von f bzw. §
eine Wertgruppe zugehéren muB. Doch verzichten
wir auf die Herstellung neuer Losungen unseres
Problems durch solche Transformationen, indem es
uns hier geniigt, gezeigt zu haben, wie man, auch ohne
die Eulersche Methode, die ja ein Raten voraussetzt,
elementar zu unzihlig vielen heronischen sphirischen
Dreiecken gelangen kann. Uberdies macht die An-
wendung der Theorie solcher Dreiecke auf die Stereo-
metrie doch noch besondere Untersuchungen er-
forderlich, weil jede Kante eines Polyeders die Scheitel
zweier Ecken verbindet, und deshalb der Neigungs-
winkel der beiden Ebenen, die sich in dieser Kante
schneiden, den beiden Ecken gemeinsam ist (vgl. § 1).
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Mathematische MuBestunden.

Eine Sammlung
von
Geduldspielen, Kunststiicken und
Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur

von

Dr. Hoermann Sehubert,
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg.

GroBie Ausgabe in 3 Bde. gebunden A M. 4.—.
Kleine Ausgabe gebunden M. 5.—.

Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng
wissenschaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser
allerhand Gedanken {iber Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathe-
matik in Berilhrung stehen und mit denen sich jeder Gebildete oft und
gern in seinen MuBestunden beschiftigt. Es sind ungezwungene,
kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien lber
alle moglichen Probleme und Kunststiicke, die in einer auch dem
Laien leicht faBlichen Form vorgefiihrt, erkiirt und erginzt werden.

Zwolf Geduldspiele
fiir Nicht-Mathematiker

zum Zwecke der Unterhaltung historisch und kritisch
beleuchtet
von

Dr. Hermann Schubert,
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg.

Originell kartoniert M. 2.—.

In einigen dieser Spiele diirfte jeder Leser alte Bekannte wieder-
erkennen, die ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht
wird indessen die Arbeit, wenn man den Weisungen des Verfassers
folgt. Derselbe begnilgt sich iibrigens nicht mit der Schilderung der
Spiele und der Enthilllung ihrer Geheimnisse, sondern erteilt zugleich
sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlfisse.
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Elementare Berechnung

== der Logarithmen
eine Erginzung der Arithmetik-Biicher

von

Dr. Hermann Schubert,
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg.

Broschiert M. 1.60.

uf allen hdheren Schulen sind Logarithmentafeln eingefilhrt. So

kommt es, daB die meisten Gebildeten wissen, was Logarithmen-
tafeln sind und auch wohl, daB sich durch den Gebrauch solcher
Tafeln alles Rechnen bequemer gestalten 148t. Wie man aber solche
Tafeln berechnen kann, oder wie man ilberhaupt den Logarithmus
auch nur einer einzigen Zahl auf fiinf oder noch mehr Dezimalstellen
ausrechnen kann, das weiB auBer den studierten Mathematikern
selten jemand. Dies rilhrt daher, daB die Logarithmen durch loga-
rithmische Potenzreihen berechnet werden, und daB solche Potenz-
reihen an Gymnasien gar nicht, an Realgymnasien und Oberreal-
schulen aber hdchstens in Prima behandelt werden kdnnen.

Das vorliegende Buch kommt daher einem dringenden Bedilirfnis
entgegen, indem es zeigt, wie ganz ohne logarithmische Reihen, nur
mit Anwendung der elementaren Mathematik und des binomischen
Lehrsatzes, die Logarithmen der Zahlen genau gefunden werden
kdnnen, d. h. wie immer zwei Zahlen gefunden werden kdnnen, von
denen die eine kleiner, die andere gréBer als der gesuchte Logarithmus
ist, und zwar so, daB sich die beiden gefundenen Zahlen nur um
wenige Milliontel unterscheiden.

Das kleine billige Buch sei daher nicht allein allen Lehrern der
Mathematik empfohlen, sondern auch allen denjenigen Praktikern,
welche die Logarithmentafeln oft handhaben milssen, und denen daran
liegt, zu erfahren, wie solche Tafeln, ohne Anwendung anderer, als
nur elementare Mittel, berechnet werden kdnnen,



@G. J. Gdschen’sche Verlagshandlung in Leilpzig.
I's W )

Prof. Dr. Hermann Schubert:

Sammiliung von arithmetischen und algebraischen

' Fragen und Aufgaben, verbunden mit einem systema-
tischen Aufbau der Begriffe, Formeln und Lehrsiitze der Arith-
metik, fiir hbhere Schulen.

Erstes Heft: Flir mittlere Klassen. 4. Aufl. Brosch. M. 1.80,
geb. M. 2.25,

Zweites Heft: Fiir obere Klassen. 3. Aufl. Brosch. M. 1.80,
geb. M. 2.25.

Ausgewihlte Resultate zu beiden Heften, 2 Aufl, Kart. M.1.—.

Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra filr Real- und
Blirgerschulen. Ein Auszug aus der Sammlung von arith-
metischen und algebraischen Fragen und Aufgaben. Erstes
Heft. 2. Aufl. Brosch. M. 1.—, kart. M. 1.20,

Erstes Heft mit Resultaten. 2. Aufl, kart. M. 1.70.
Ausgewihite Resultate zu Heft 1, brosch. M. —50.

System der Arithmetik und Algebra als Leitfaden fiir den
Unterricht in hdheren Schulen. Brosch. M. 1.80, geb. M. 2.—,

LXK

Die ,Sammlung von arithmetischen und algebraischen Fragen und
Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Aufbau der Begriffe,
Formeln und Sitze der Arithmetik“, eignet sich hauptsichlich fiir Gyme
nasfien, das erste und zweite Heft der ,Aufgaben aus der Arithmetik
und Algebra fiir Realschulen® ist fir Realschulen bestimmt.
Letztgenanntes Werk enthilt keinerlei theoretische Begrilndungen,
sondern lediglich Aufgaben, natfirlich angepat an den Lehrgang
.des Verfassers, aber doch, ihrem Inhalt nach, mehr fiir Realschiller als
fiir Gymnasiasten geeignet. ’
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Sammlung'

chubert.

Schuber

Sammlung mathematischer Lehrbiicher,

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den Bediirfnissen des
Praktikers Rechnung tragen und zugleich durch eine leicht faBliche
Darstellung des Stoffs auch fiir den Nichtfachmann verstindlich sind.

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Binde:

1 Elementare Arithmetik und Algebra|
von Prof. Dr. Hermann Schubert
in Hamburg. M. 280.

2 Elementare Planimetrie von Prof.
W. Pflieger in Milnster i. E.
M. 4.80.

3 Ebene und sphirische Trigono-
metrie von Dr. F. Bohnert in
Hamburg. 2. Auflage. M.2.—.

4 Elementare Stereometrie von Dr.
F. Bohnert in Hamburg. M. 2.40.

5 Niedere Analysis I. Tell: Kombina-
torik, Wahrschelnlichkeitsrechnung,
Kettenbriiche und dlophantische
Gleichungen von Professor Dr.
Hermann Schubert in Hamburg.
M. 3.60.

6 Algebra mit EinschluB der elemen-
taren Zahlentheorle von Dr. Otto
Pund in Altona. M. 4.40.

7 Ebene Geometrie der Lage von
Prof. Dhl;l'. Rud. Bdger in Ham-

bn:f. 5—.

8 Analytische Geometrie der Ebene
von Professor Dr. Max Simon
in StraBburg. M.6.—.

9 Analytische Geometrie des Raumes

- I Tell: Gerade, Ebene, Kugel von
Professor Dr. Max Simon in
StraBburg. M. 4.—.

10 Differential- und Integrairechnung
I. Teil: Differentialrechnung von
Prof. Dr.W. Frz. Meyer in Konigs-
berg. M.9—.

11 Differential- und Integralrechnun,
i1, Teil: Integralrechnung von Prof.

Dr. W. Franz

12 Elemente der darstellenden Geo-
metrle von ?‘r. g.olm Schrdder in
1, L 5—.

Hambu F.

13 Differentialgleichungen von Prof.
Dr. L. Schlesinger in Klausen-
burg. 2 Auflage. M

14 Praxis der Gleichungen von Prof.
C. Runge in Hannover. M. 5.20.

19 Wahrscheinlichkeits- und  Aus-

leichungs-Rechnung von Dr. Nor-
ert Herz in Wien. M.8.—.

20 Versicherungsmathematik von Dr.
W. Grossmann in Wien. M.5.—.

25 Analytische Geometrie des Raumes

. Teil: Dle Flichen zweiten
Grades von Professor Dr.
Simon in StraBburg. M. 4.40.

27 Geometrische  Transformationen
I. Teil: Dle projektiven Trans.
formationen nebst ihren An-
wendungen von Prof. Dr. Karl
Doehlemann in Miinchen. M.10.—.

20 Aligemeine Theorle der Raum-
kurven und Flichen I. Teil von
Professor Dr. Victor Kommerell
in Reutlingen und Professor Dr.
)lf{rl Kommerell in Heilbronn.

4.80.

31 Theorle der algebraischen Funk-
tionen und lhrer Integrale von
Oberlehrer E. Landiriedt in
StraBburg. M.

32 Theorle und Praxis der Relhen
von Prof. Dr. C. Runge in Han-
nover. .

34 Liniengeometrie mit Anwendungen
1. Tell von Professor Dr. Konrad

8—.

Meyer in Kdnigs-

berg.

Zindler in Innsbruck. M. 12—,
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Sammlung Schubert.
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Aligemeine Theorle der Raum-
kurven und Flichen Il. Tell von
Professor Dr. Victor Kommerellin
Reutlingen u. Professor Dr. Karl
Kommerell in Heilbronn. M. 5.80.
Niedere Analysis Il. Teil: Funk-
tionen, Potenzrelhen, Gleichungen
von Professor Dr. Hermann
Schubert in Hamburg. M. 3.80.
Thetafunktionen u. hyperelliptische
Funktionen von Oberlehrer E.
Landfriedt in StraBburg. M. 450.
Thermodynamik Il. Tell von Prof.
Dr. W. Voigt, Gdttingen. M. 10.—.
Nicht-Euklidische Geometrie v. Dr.
H. Liebmann, Leipzig. M. 6.50.
Gewdhnliche Differentiaigleichun-
en beliebiger Ordnung von Dr. J.
orn, Professor an der Bergaka-
demie zu Clausthal. M. 10.—.
Liniengeometrie mit Anwendungen
Il. Tell von Professor Dr. Konrad
Zindler in Innsbruck. M. 8.

In Vorbereitung bzw. projektiert sind:

=|.2:M.ud.;. A:etrononl;l.

athematische Geographle.

Darstellende eoomml:'il. Tell: Anwen-|
dungen der darstellenden Geome-

trie.
Geschichte der Mathematik von Prof.
Dr. A. von Braunmilhl und Prof.
- Dr. S. Giinther in Miinchen.
Dynamlk von Professor Dr. Karl
Heun in Karlsruhe.
Technische Mechanlk von Prof. Dr.
" Karl Heun in Karlsruhe.
Geodisie von Professor Dr. A. Galle

n Pots: .
Aligemeine Funktionentheorie von Dr.
Paul Epstein in StraBburg.

Riumliche r'ro ektive Geometrie.

Geometrische Transformationen Il. Tell
von Professor Dr. Karl Doehle-
mann in Miinchen.

Elliptische Funktionen von Dr. Karl
Boehm in Heidelberg.

Aligem. Formen- u. Invariantentheeris.
Kinematik von Professor Dr. Karl
Heun in Karisruhe.
Elektromagnet. Lichttheorie von Prof.
Dr. J. Classen in Hamburg.
Gmp&on- u. Substitutionentheorie von
rof. Dr. E. Netto in GieBen.
Theorie der Fllichen dritter Ordnung.
Mathematische Potentiaitheorie v. Prof.
Dr. A. Wangerin in Halle.
Elastizitits- und Festigkeltsiehre Im
Baywesen von Dr.ing. H.ReiBner

in Berlin.
Elastizitits- und Festigkeltsiehre Iim
Rudolf

Maschinenbau von Dr.
Wagner in Stettin.

Graphisches Rechnen von Prof. Aug.
Adler in P“ﬁ'.l

Partielle Differentialgleichungen von
Professor J. Horn in Clausthal.

Grundiagen der theoretischen Chemle
von Dr. Franz Wenzel in Wien,
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7wdlt Vorlesungen

Uher die Notur des Lichtes

Dr. J. Classen

Professor am physikalischen Staatslaboratorium zu Hamburg

Mit 61 Figuren

In Leinwand gebunden M, 4.—
*%

In diesen Vorlesungen, die im Winter 1904/05 im
Auftrag der Oberschulbehdrde in Hamburg vor einem
gebildeten Laienpublikum gehalten wurden, hat der Ver-
fasser den Versuch gemacht, in allgemeinverstindlicher
Weise an der Hand einer Reihe von Experimenten die
Begriindung der Wellentheorie des Lichtes und ihrer
Weiterentwicklung zur Auffassung der Lichtwellen als
elektrische Erscheinungen, also die Begriindung dessen,
was wir heute die elektromagnetische Lichttheorie nennen,
darzustellen. Da ein derartiger Versuch bisher noch
wenig gemacht sein diirfte, unseres Wissens wenigstens
noch nirgends verdffentlicht ist, so hoffen wir, daB das
Buch in den Kreisen der Gebildeten, die Freude daran
haben, einen Blick in die Werkstatt der physikalischen
‘Wissenschaft zu tun, freundliche Aufnahme findet.
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